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Définition ⸺ Déduction naturelle

Règles de base (∗ : 𝑦 non libre dans Γ ∪ {𝜑, 𝜓} )

Ax
Γ, 𝜑 ⊢ 𝜑

Γ1 ⊢ 𝜑 Γ2 ⊢ 𝜓
∧𝐼

Γ1, Γ2 ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓

Γ ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓
∧𝐸𝐿Γ ⊢ 𝜑

Γ ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓
∧𝐸𝑅Γ ⊢ 𝜓

Γ ⊢ ⊥
⊥𝐸

Γ ⊢ 𝜑

Γ, 𝜑 ⊢ 𝜓
→𝐼

Γ ⊢ 𝜑 → 𝜓

Γ1 ⊢ 𝜑 Γ2 ⊢ 𝜑 → 𝜓
→𝐸

Γ1, Γ2 ⊢ 𝜓

Γ,¬𝜑 ⊢ ⊥
𝐶

Γ ⊢ 𝜑

Γ ⊢ ∀𝑥.𝜑
∀𝐸

Γ ⊢ 𝜑[𝑡/𝑥]

Γ ⊢ 𝜑[𝑦/𝑥]
∀𝐼 ∗

Γ ⊢ ∀𝑥.𝜑

Γ ⊢ 𝜑[𝑡/𝑥]
∃𝐼𝑅Γ ⊢ ∃𝑥.𝜑

Γ, 𝜑[𝑦/𝑥] ⊢ 𝜓
∃𝐼𝐿 ∗

Γ, ∃𝑥.𝜑 ⊢ 𝜓

Règles admissibles vues en TD:

Γ ⊢ 𝜑1 ∨𝐼𝐿Γ ⊢ 𝜑1 ∨ 𝜑2

Γ ⊢ 𝜑2 ∨𝐼𝑅Γ ⊢ 𝜑1 ∨ 𝜑2

Γ, 𝜑 ⊢ ⊥
¬𝐼

Γ ⊢ ¬𝜑

Γ1 ⊢ 𝜑 Γ2 ⊢ ¬𝜑
¬𝐸

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ⊥

Γ0 ⊢ 𝜑1 ∨ 𝜑2 Γ1, 𝜑1 ⊢ 𝜓 Γ2, 𝜑2 ⊢ 𝜓
∨𝐸

Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ⊢ 𝜓

Γ, 𝜑 ⊢ 𝜓 Γ ⊢ 𝜑
Cut

Γ ⊢ 𝜓

Règles équivalentes à 𝐶 (non constructives):

EM
Γ ⊢ 𝜑 ∨ ¬𝜑

Γ ⊢ ¬¬𝜑
Abs

Γ ⊢ 𝜑
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Définition ⸺ Calcul des séquents

𝙻𝙺 : (∗ : 𝑥 non libre dans Γ ∪ Δ )

Γ, 𝜑, 𝜓, Γ′ ⊢ Δ
ℒ︀𝑋

Γ,𝜓, 𝜑, Γ′ ⊢ Δ

Γ ⊢ Δ,𝜑, 𝜓,Δ′

ℛ︀𝑋
Γ ⊢ Δ,𝜓, 𝜑,Δ′

Γ ⊢ Δ
ℒ︀𝑊

Γ,𝜑 ⊢ Δ

Γ ⊢ Δ
ℛ︀𝑊

Γ ⊢ Δ,𝜑

Γ, 𝜑, 𝜑 ⊢ Δ
ℒ︀𝐶

Γ,𝜑 ⊢ Δ

Γ ⊢ Δ,𝜑, 𝜑
ℛ︀𝐶

Γ ⊢ Δ,𝜑
Ax

𝜑 ⊢ 𝜑
Γ ⊢ 𝜑,Δ Γ′, 𝜑 ⊢ Δ′

Cut
Γ, Γ′ ⊢ Δ,Δ′

Γ, 𝜑 ⊢ Δ
ℒ︀ ∧𝐿

Γ, 𝜑 ∧ 𝜓 ⊢ Δ

Γ,𝜓 ⊢ Δ
ℒ︀ ∧𝑅

Γ, 𝜑 ∧ 𝜓 ⊢ Δ

Γ ⊢ 𝜑,Δ Γ′ ⊢ 𝜓,Δ′

ℛ︀∧
Γ, Γ′ ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓,Δ,Δ′

Γ, 𝜑 ⊢ Δ Γ′, 𝜓 ⊢ Δ′

ℒ︀ ∨
Γ, Γ′, 𝜑 ∨ 𝜓 ⊢ Δ,Δ′

Γ ⊢ 𝜑,Δ
ℛ︀ ∨𝐿

Γ ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓,Δ

Γ ⊢ 𝜓,Δ
ℛ︀ ∨𝑅

Γ ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓,Δ

Γ ⊢ 𝜑,Δ Γ′, 𝜓 ⊢ Δ′

ℒ︀ →
Γ,Γ′, 𝜑 → 𝜓 ⊢ Δ,Δ′

Γ, 𝜑 ⊢ 𝜓,Δ
ℛ︀ →

Γ ⊢ 𝜑 → 𝜓,Δ

Γ,𝜑[𝑦/𝑥] ⊢ Δ
ℒ︀∀

Γ,∀𝑥.𝜑 ⊢ Δ

Γ ⊢ 𝜑,Δ
ℛ︀∀ ∗

Γ ⊢ ∀𝑥.𝜑,Δ

Γ, 𝜑 ⊢ Δ
ℒ︀∃ ∗

Γ, ∃𝑥.𝜑 ⊢ Δ

Γ ⊢ 𝜑[𝑡/𝑥],Δ
ℛ︀∃

Γ ⊢ ∃𝑥.𝜑,Δ

𝙻𝙹 : (∗ : 𝑥 non libre dans Γ ∪ {𝛿} )

Γ, 𝜑, 𝜓, Γ′ ⊢ 𝛿
ℒ︀𝑋

Γ,𝜓, 𝜑, Γ′ ⊢ 𝛿

Γ ⊢ 𝛿
ℒ︀𝑊

Γ,𝜑 ⊢ 𝛿

Γ ⊢ ⊥
ℛ︀𝑊

Γ ⊢ 𝜑

Γ,𝜑, 𝜑 ⊢ 𝛿
ℒ︀𝐶

Γ,𝜑 ⊢ 𝛿

Ax
𝜑 ⊢ 𝜑

Γ ⊢ 𝜑 Γ′, 𝜑 ⊢ 𝛿
Cut

Γ, Γ′ ⊢ 𝛿

Γ, 𝜑 ⊢ 𝛿
ℒ︀ ∧𝐿

Γ, 𝜑 ∧ 𝜓 ⊢ 𝛿

Γ, 𝜓 ⊢ 𝛿
ℒ︀ ∧𝑅

Γ, 𝜑 ∧ 𝜓 ⊢ 𝛿

Γ ⊢ 𝜑 Γ′ ⊢ 𝜓
ℛ︀ ∧

Γ, Γ′ ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓

Γ,𝜑 ⊢ 𝛿 Γ′, 𝜓 ⊢ 𝛿
ℒ︀ ∨

Γ, Γ′, 𝜑 ∨ 𝜓 ⊢ 𝛿

Γ ⊢ 𝜑
ℛ︀ ∨𝐿

Γ ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓

Γ ⊢ 𝜓
ℛ︀ ∨𝑅

Γ ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓

Γ ⊢ 𝜑 Γ′, 𝜓 ⊢ 𝛿
ℒ︀ →

Γ,Γ′, 𝜑 → 𝜓 ⊢ 𝛿

Γ, 𝜑 ⊢ 𝜓
ℛ︀ →

Γ ⊢ 𝜑 → 𝜓

Γ,𝜑[𝑦/𝑥] ⊢ 𝛿
ℒ︀∀

Γ,∀𝑥.𝜑 ⊢ 𝛿

Γ ⊢ 𝜑
ℛ︀∀ ∗

Γ ⊢ ∀𝑥.𝜑

Γ, 𝜑 ⊢ 𝛿
ℒ︀∃ ∗

Γ, ∃𝑥.𝜑 ⊢ 𝛿

Γ ⊢ 𝜑[𝑡/𝑥]
ℛ︀∃

Γ ⊢ ∃𝑥.𝜑
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