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Exercice 1 ⸺ Preuves en vrac

Démontrer les formules suivantes en déduction naturelle du premier ordre et/ou dans 𝙻𝙺:

1. ⊢ (𝜑 ∧ 𝜓) → (𝜑 ∨ 𝜓)

2. ⊢ (𝜑 ∧ 𝜓 → 𝜑′) ⇔ (𝜑 → 𝜓 → 𝜑′)

3. ⊢ (𝜑′ → 𝜑) ∨ (𝜑′ → 𝜓) → (𝜑′ → 𝜑 ∨ 𝜓)

4. ⊢ ∀𝑥.𝜑 → ∃𝑥.𝜑

5. ⊢ (∀𝑥.𝜑 ∨ ∀𝑥.𝜓) → ∀𝑥.(𝜑 ∨ 𝜓)

6. ⊢ ∃𝑥.(𝜑 ∧ 𝜓) → (∃𝑥.𝜑 ∧ ∃𝑥.𝜓)

7. ⊢ ∃𝑦.∀𝑥.𝜑 → ∀𝑥.∃𝑦.𝜑

Exercice 2 ⸺ Tableaux

En utilisant les tableaux, montrer que les formules suivantes sont valides, ou donner des contres-
modèles.

1. ((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑞 → 𝑟)) → (𝑝 → 𝑟)

2. (𝑝 → 𝑞) ↔ (¬𝑞 → ¬𝑝)

3. (𝑝 → 𝑟) → ((𝑝 → 𝑞) ∨ (𝑞 → 𝑟))

4. (𝑝 → (𝑞 ∨ 𝑟)) → ((𝑝 → 𝑞) ∨ (𝑝 → 𝑟))

5. ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 → 𝑟) ∧ (𝑞 → 𝑟)) → 𝑟

Exercice 3 ⸺ Graphes 3-coloriables

Montrer qu’un graphe est 3-coloriable si et seulement si toute partie l’est.

Exercice 4 ⸺ Construction de Gödel

L’objectif de cet exercice est de construire une formule 𝐺 telle que ni 𝐺, ni ¬𝐺 ne soient démontrables dans 𝙿𝙰.

Soit 𝑤 une variable. Soit 𝑓 la fonction recursive telle que 𝑓(𝑛, 𝑝, 𝑞) = 1 si 𝑛 = ⌈𝜋⌉, 𝑝 = ⌈𝐴⌉, et 𝜋 est une preuve 
dans l’arithmétique de (𝒒/𝑤)𝐴, sinon 𝑓(𝑛, 𝑝, 𝑞) = 0.

Soient 𝐹[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑦] la proposition représentant 𝑓 et 𝑇 =
{𝚍𝚎𝚏}

∀𝑥. ¬𝐹 [𝑥, 𝑤,𝑤, 𝟏]. Soient 𝑚 = ⌈𝑇⌉ et 𝐺 la propo
sition close (𝑚/𝑤)𝑇 .

1. Montrez que si 𝐺 est prouvable dans 𝙿𝙰, alors 𝐺 n’est pas prouvable dans 𝙿𝙰.
2. En admettant que 𝙿𝙰 est 𝜔-cohérente, montrez que si ¬𝐺 est prouvable dans 𝙿𝙰, alors 𝐺 aussi.
3. Conclure.
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Exercice 5 ⸺ Récurrence forte dans Peano

On définit le schéma d’induction comme la formule:

𝜑(0) → [∀𝑥.(𝜑(𝑥) → 𝜑(𝑥′))] → ∀𝑥𝜑(𝑥)

1. Montrer dans larithmétique de Peano, ou utiliser librement dans la suite:
• ∀𝑥.(𝑥 ≤ 0 → 𝑥 = 0)

• ∀𝑥,∀𝑦.(𝑦 ≤ 𝑥′ → 𝑦 ≤ 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥′)

• ∀𝑥,∀𝑦.(𝑥 ≤ 𝑦 ∨ 𝑦 ≤ 𝑥)

2. Montrer que l’arithmétique de Peano admet aussi le schéma d’induction forte, à savoir:

𝜑(0) → [∀𝑥.(∀𝑦.(𝑦 ≤ 𝑥 → 𝜑(𝑦)) → 𝜑(𝑥′)] → ∀𝑥.𝜑(𝑥)

Exercice 6 ⸺ Logique inuitionniste

Pour chacune des formules suivantes, si elles ne sont pas prouvables constructivement, donnez une 
𝐈𝐐𝐂-structure ne les validant pas, sinon, donner un preuve dans 𝙻𝙹.

• 𝑋 → ¬¬𝑋

• ¬¬𝑋 → 𝑋

• ¬𝑋 ∨ ¬¬𝑋

• ¬(𝑋 ∧ 𝑌 ) → (¬𝑋 ∨ ¬𝑌 )

• (¬𝑋 ∨ ¬𝑌 ) → ¬(𝑌 ∧ 𝑋)

• (𝑋 → 𝑌 ) → (¬𝑋 ∨ 𝑌 )

• ¬¬(𝐴 ∧ 𝐵) ↔︎ (¬¬𝐴 ∧ ¬¬𝐵)

• ¬¬(𝐴 → 𝐵) ↔︎ (¬¬𝐴 → ¬¬𝐵)

Exercice 7 ⸺ Logique modale

Pour chaque formule, donner une preuve (sémantique ou dans K), ou exhiber un contre-modèle
1. □(𝑃 → 𝑄) → (◇𝑃 → ◇𝑄)

2. □(𝑃 ∨ 𝑄) → (□𝑃 ∨ □𝑄)

3. ◇(𝑃 ∧ 𝑄) ↔ (◇𝑃 ∧ ◇𝑄)

4. (◇𝑃 → □𝑄) → □(𝑃 → 𝑄)
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