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Exercice 1 ⸺ Dyck à n paires de parenthèses

Soit Σ = {𝑎1, ⋯, 𝑎𝑛} ∪ {𝑏1, ⋯, 𝑏𝑛} l’alphabet formé de 𝑛 paires de parenthèses. Un mot est bien paranthésé s’il
se réduit au mot vide via les règles, pour tout 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑎𝑖𝑏𝑖 → 𝜀 .

Donner une grammaire engendrant le langage de Dyck 𝐷⋆
𝑛 = {𝑤 ∈ Σ⋆ | 𝑤 est bien paranthésé}

Exercice 2 ⸺ Exemples d’automates à pile

1. Construire un automate à pile reconnaissant le langage 𝐿1 = {𝑢𝑢̃ : 𝑢 ∈ Σ⋆}.
2. Construire un automate à pile reconnaissant le langage de Dyck 𝐷∗

𝑛.
3. Construire un automate à pile reconnaissant le langage 𝐿2 = {𝑤 ∈ Σ∗ : |𝑤|𝑎 = 2|𝑤|𝑏}.
4. Construire un automate à pile reconnaissant par pile vide le langage 𝐿3 = {𝑎𝑛𝑏𝑝 : 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑝 ≤ 2𝑛}.

Exercice 3 ⸺ langage linéaire et automates à pic

Un automate à un pic est un automate à pile tel que dans tout calcul valide, la taille de la pile n’augmente plus
une fois qu’elle a diminué. La taille de la pile peut donc augmenter (au sens large) pendant une première partie
du calcul, puis elle ne fait que diminuer (au sens large). Un langage est à un pic s’il peut être accepté par pile
vide par un automate à un pic.

1. Montrer que le langage 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛 |𝑛 ≥ 1} ∪ {𝑎𝑛𝑏2𝑛 |𝑛 ≥ 1} est un langage à un pic.
2. Montrer que le langage 𝐾 = {𝑏𝑎𝑖1𝑏𝑎𝑖2𝑏 ⋯ 𝑏𝑎𝑖𝑛𝑏|𝑛 ≥ 1 et ∃𝑗, 𝑖𝑗 ≠ 𝑗} est un langage à un pic.
3. Montrer que tout langage linéaire est un langage à un pic.

Exercice 4 ⸺ Unique symbole de pile

On s’intéresse ici à des automates dont l’alphabet de pile Γ est un singleton {𝑧}.
1. Montrer que le langage 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑚𝑐 : 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛} peut être accepté par pile vide et état final par un

automate dont l’alphabet de pile est un singleton.
2. Montrer que le langage 𝐿 ne peut pas être accepté par pile vide par un automate dont l’alphabet de pile

est un singleton.

Contrôle continu
À rendre en TD le jeudi 10/04 ou avant par mail.

Exercice 1 ⸺ Exemples d’automates à pile

1. Construire un automate à pile reconnaissant le langage 𝐿1 = {𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑘 : 𝑖 + 𝑗 = 𝑘}.
2. Construire un automate à pile reconnaissant le langage 𝐿2 = {𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑘 : 𝑖 + 𝑘 = 𝑗}.
3. Construire un automate à pile reconnaissant le langage des palindromes

{𝑢 ∈ Σ⋆ : 𝑢̃ = 𝑢} où 𝑢̃ est l’image mirroir de 𝑢.

Exercice 2 ⸺ Variantes d’automates à pile

Soit 𝐴 = (𝑄, Σ, 𝑍, 𝑇 , 𝑞0, 𝑧0, 𝐹 ) un automate à pile.
1. Montrer que l’on peut construire un automate à pile 𝐴′ reconnaissant le même langage et tel que 𝑇 ′ ⊆

𝑄′ × 𝑍 × (Σ ∪ {𝜀}) × 𝑄′ × 𝑍≤2.
2. Montrer que l’on peut construire un automate à pile 𝐴″ équivalent à 𝐴 tel que les mouvements de la pile

sont uniquement du type push ou pop ou skip.
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