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Exercice 1 ⸺ Preuves en vrac

Donner des démonstrations en déduction naturelle des séquents suivants :

1. ⊢ (𝜑 ∧ 𝜓) ⇒ (𝜑 ∨ 𝜓)
2. ⊢ (𝜑 ∧ 𝜓 ⇒ 𝜑′) ⇔ (𝜑 ⇒ 𝜓 ⇒ 𝜑′)
3. ⊢ (𝜑′ ⇒ 𝜑) ∨ (𝜑′ ⇒ 𝜓) ⇒ (𝜑′ ⇒ 𝜑∨ 𝜓)
4. ⊢ ∀𝑥.𝜑 ⇒ ∃𝑥.𝜑
5. ⊢ (∀𝑥.𝜑 ∨ ∀𝑥.𝜓) ⇒ ∀𝑥.(𝜑 ∨ 𝜓)
6. ⊢ ∃𝑥.(𝜑 ∧ 𝜓) ⇒ (∃𝑥.𝜑 ∧ ∃𝑥.𝜓)
7. ⊢ ∃𝑦.∀𝑥.𝜑 ⇒ ∀𝑥.∃𝑦.𝜑

Exercice 2 ⸺ Lois de De Morgan

Soit 𝜑 et 𝜓 des formules. Démontrez les séquents suivants.

1. ⊢ ¬(𝜑 ∧ 𝜓) ⇔ ¬𝜑 ∨ ¬𝜓
2. ⊢ ¬(𝜑 ∨ 𝜓) ⇔ ¬𝜑 ∧ ¬𝜓
3. ⊢ ∃𝑥.¬𝜑 ⇔ ¬(∀𝑥.𝜑).
4. ⊢ ∀𝑥.¬𝜑 ⇔ ¬(∃𝑥.𝜑).

Exercice 3 ⸺ Paradoxe de Russell

On considère une sorte 𝚂𝚎𝚝 de termes, et un symbole de prédicat ∈ d’arité ⟨𝚂𝚎𝚝, 𝚂𝚎𝚝, 𝙿𝚛𝚘𝚙⟩.

Prouvez ∀𝑦.(𝑦 ∈ 𝑎 ⇔ ¬𝑦 ∈ 𝑦) ⊢ ⊥.

Exercice 4 ⸺ Triangles en déduction naturelle

On considère un langage formé de

• trois sortes de termes : 𝚙𝚘𝚒𝚗𝚝𝚜, 𝚍𝚛𝚘𝚒𝚝𝚎 et 𝚜𝚌𝚊𝚕𝚊𝚒𝚛𝚎,
• deux symboles de fonction : la distance 𝑑 d’arité ⟨𝚙𝚘𝚒𝚗𝚝, 𝚙𝚘𝚒𝚗𝚝, 𝚜𝚌𝚊𝚕𝚊𝚒𝚛𝚎⟩, la médiatrice 𝑚 d’arité
⟨𝚙𝚘𝚒𝚗𝚝, 𝚙𝚘𝚒𝚗𝚝, 𝚍𝚛𝚘𝚒𝚝𝚎⟩,

• deux symboles de prédicats : l’égalité = d’arité ⟨𝚜𝚌𝚊𝚕𝚊𝚒𝚛𝚎, 𝚜𝚌𝚊𝚕𝚊𝚒𝚛𝚎⟩, l’appartenance ∈ d’arité
⟨𝚙𝚘𝚒𝚗𝚝, 𝚍𝚛𝚘𝚒𝚝𝚎⟩.

Soit Γ le contexte formé des deux propositions
{∀𝑥∀𝑦∀𝑧 [𝑥∈𝑚(𝑦,𝑧) ⇔ 𝑑(𝑥,𝑦)=𝑑(𝑦,𝑧)]
∀𝑥∀𝑦∀𝑧 [(𝑥=𝑦∧𝑦=𝑧) ⇔ 𝑥=𝑦]

et

𝜑 = ∀𝑤∀𝑥∀𝑦 ∀𝑧 [(𝑤 ∈ 𝑚(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑤 ∈ 𝑚(𝑦, 𝑧))) ⇒ 𝑤 ∈ 𝑚(𝑥, 𝑧)]

Donnez une démonstration du séquent Γ ⊢ 𝜑.
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Exercice 5 ⸺ Ereurs fréquentes

Les arbres de la figure Fig. 1 ne sont pas des démonstrations, des erreurs s’y sont glissées. Lesquelles ?
Dans quels cas les arbres 𝜋2 et 𝜋3 sont-ils des démonstrations ?

ax
𝜑 ∨ 𝜓 ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓 ∨1

𝐼𝜑 ∨ 𝜓 ⊢ 𝜑

ax
𝜑 ∨ 𝜓 ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓 ∨2

𝐼𝜑 ∨ 𝜓 ⊢ 𝜓 ∧𝐼𝜑 ∨ 𝜓 ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓 ⇒
𝐼⊢ (𝜑 ∨ 𝜓) ⇒ (𝜑 ∧ 𝜓)

ax
∃𝑥.𝜑 ⊢ ∃𝑥.𝜑

ax
∃𝑥.𝜑, 𝜑 ⊢ 𝜑 ∃𝐸∃𝑥.𝜑 ⊢ 𝜑 ∀𝐼∃.𝑥𝜑 ⊢ ∀𝑥.𝜑 ⇒

𝐼⊢ ∃𝑥.𝜑 ⇒ ∀𝑥.𝜑
(a) 𝜋1 (b) 𝜋2

ax
∀𝑥.∃𝑦.𝜑 ⊢ ∀𝑥.∃𝑦.𝜑 ∀𝐸∀𝑥.∃𝑦.𝜑 ⊢ ∃𝑦.𝜑

ax
∀𝑥.∃𝑦.𝜑, 𝜑 ⊢ 𝜑 ∀𝐼∀𝑥.∃𝑦.𝜑, 𝜑 ⊢ ∀𝑥.𝜑 ∃𝐼∀𝑥.∃𝑦.𝜑, 𝜑 ⊢ ∃𝑦.∀𝑥.𝜑 ∃𝐸∀𝑥.∃𝑦.𝜑 ⊢ ∃𝑦.∀𝑥.𝜑 ⇒

𝐼⊢ ∀𝑥.∃𝑦.𝜑 ⇒ ∃𝑦.∀𝑥.𝜑

ax
Γ ⊢ 𝜑 ⇒ 𝜓 ⇒ 𝜑′

ax
Γ ⊢ 𝜑 ⇒ 𝜓 ⇒

𝐸𝜑 ⇒ 𝜓 ⇒ 𝜑′, 𝜑 ⇒ 𝜓⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
Γ

⊢ 𝜑′

(c) 𝜋3 (d) 𝜋4
Fig. 1. – Arbres de preuves

Exercice 6 ⸺ Règles admissibles

Prouver que les deux règles de la figure Fig. 2 sont admissibles, c’est-à-dire que si un séquent Γ ⊢ 𝜑
est démontré en utilisant ces règles en plus des règles de déduction naturelle, il existe une preuve
en déduction naturelle de Γ ⊢ 𝜑.

Γ, 𝜑 ⊢ 𝜓 Γ ⊢ 𝜑 Cut
Γ ⊢ 𝜓

Γ ⊢ ¬𝜓 ⇒ ¬𝜑 CP
Γ ⊢ 𝜑 ⇒ 𝜓

Γ ⊢ 𝜓 W
Γ, 𝜑 ⊢ 𝜓

(a) La coupure (b) La contraposée (c) L’affaiblissement
Fig. 2. – Règles admissibles

Exercice 7 ⸺ Le tiers-exclu inclus

Montrer que l’ensemble des séquents démontrables en déduction naturelle coïncide avec l’ensemble
des séquents en déduction naturelle où l’on a remplacé la règle du tiers-exclus par l’une des règles
suivantes:

Γ ⊢ ¬¬𝜑 Absurd
Γ ⊢ 𝜑

Peirce
Γ ⊢ ((𝜑 ⇒ 𝜓) ⇒ 𝜑) ⇒ 𝜑

Exercice 8 ⸺ Un nouveau départ

Montrer que l’ensemble des séquents démontrables en déduction naturelle coïncide avec l’ensemble
des séquents en déduction naturelle où on a remplacé la règle du tiers-exclus par la règle :

Γ ⊢ 𝜓 Retour(si 𝜓 apparaît en conclusion plus bas dans la preuve)
Γ ⊢ 𝜑
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