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Exercice 1 ⸺ Échauffement : définitions de l’incohérence

1. Prouvez que les définitions suivantes de l’ incohérence d’une théorie 𝒯 sont équivalentes:
1. Il existe une formule 𝐴 telle que 𝐴 et ¬𝐴 sont prouvables dans 𝒯.
2. ⊥ est prouvable dans 𝒯.
3. Toute formule est prouvable dans 𝒯.

2. Montrez que si 𝒯 est incohérente, alors il existe une théorie incohérente finie 𝒯′ telle que 𝒯′ ⊂ 𝒯
3. Est-ce qu’une théorie incohérente est complète? décidable?

Exercice 2 ⸺ Égalité

Soit ℒℰ le langage avec une sorte 𝑠 des termes, un ensemble ℱ de symboles de fonctions et un
ensemble 𝒫 de symboles de prédicats contenant un prédicat binaire = d’arité ⟨𝑠, 𝑠, 𝙿𝚛𝚘𝚙⟩. La théorie
de l’égalité ℰ peut alors être exprimée comme l’ensemble de formules suivant:

{{
{
{{∀𝑥 (𝑥 = 𝑥)
∀𝑥1⋯∀𝑥𝑖∀𝑥′𝑖⋯∀𝑥𝑛 (𝑥𝑖 = 𝑥′𝑖 ⇒ 𝑓(𝑥1, ⋯, 𝑥𝑖, ⋯, 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, ⋯, 𝑥′𝑖, ⋯, 𝑥𝑛))
∀𝑥1⋯∀𝑥𝑗∀𝑥′𝑗⋯∀𝑥𝑚 (𝑥𝑗 = 𝑥′𝑗 ⇒ 𝑃(𝑥1, ⋯, 𝑥𝑗, ⋯, 𝑥𝑚) ⇒ 𝑃(𝑥1, ⋯, 𝑥′𝑗, ⋯, 𝑥𝑚))

Pour tout symbole de fonction 𝑓 ∈ ℱ et prédicat 𝑃 ∈ 𝒫.

Écrivez les formules exprimant la symétrie et la transitivité de l’égalité, et montrez qu’elles sont
prouvables dans cette théorie.

Dans les exercices suivants, on utilisera l’égalité, et on pourra prendre de manière équivalente les
axiomes ci-dessus ou le schéma d’axiome de substitutivité ∀∀𝑥𝑦, (𝑥 = 𝑦 ⇒ (𝑥/𝑧)𝐴 ⇒ (𝑦/𝑧)𝐴) où 𝑧 est
libre dans 𝐴.
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Exercice 3 ⸺ Arithmétique de Peano

On travaille sur le langage ℒ𝙿𝙰 contenant une sorte nat, des symboles de fonctions 0 d’arité ⟨nat⟩, 𝑆
d’arité ⟨nat, nat⟩, + et × d’arité ⟨nat, nat, nat⟩ (et l’égalité).

Définition ⸺ Arithmétique de Peano

Les axiomes de 𝙿𝙰 sont les axiomes de l’égalité et:
∀𝑥 0 + 𝑥 = 𝑥

∀𝑥∀𝑦 𝑆(𝑥) + 𝑦 = 𝑆(𝑥 + 𝑦)
∀𝑥 0 × 𝑥 = 0

∀𝑥∀𝑦 𝑆(𝑥) × 𝑦 = (𝑥 × 𝑦) + 𝑦
∀𝑥∃𝑦 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 𝑆(𝑦)
∀𝑥 ¬𝑆(𝑥) = 0

∀𝑥∀𝑦 𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑦) ⇒ 𝑥 = 𝑦

Schéma de récurrence : pour toute formule 𝐴 dont les variables libres sont incluses dans
𝑥, 𝑥1, ⋯, 𝑥𝑛:

∀𝑥1⋯∀𝑥𝑛(0/𝑥)𝐴 ⇒ ∀𝑦.((𝑦/𝑥)𝐴 ⇒ (𝑆(𝑦)/𝑥)𝐴) ⇒ ∀𝑦.(𝑦/𝑥)𝐴

1. Prouvez que l’axiome ∀𝑥∃𝑦 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 𝑆(𝑦) est superflu
2. Prouvez dans 𝙿𝙰:

1. ∀𝑥.𝑥 + 0 = 𝑥
2. ∀𝑥𝑦.(𝑥 + 𝑆(𝑦)) = 𝑆(𝑥 + 𝑦)
3. ∀𝑥𝑦.(𝑥 + 𝑦) = (𝑦 + 𝑥)

3. Définissez des formules représentant 𝑥 ≤ 𝑦 et 𝑥 < 𝑦.
4. Exprimez dans 𝙿𝙰 que ≤ est une relation d’ordre. Prouvez-le.
5. Prouvez dans 𝙿𝙰:

1. ∀𝑥.(𝑥 ≤ 0 ⇒ 𝑥 = 0)
2. ∀𝑥𝑦.(𝑦 ≤ 𝑆(𝑥) ⇒ 𝑦 ≤ 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑆(𝑥))
3. ∀𝑥𝑦.(𝑥 ≤ 𝑦 ∨ 𝑦 ≤ 𝑥)

6. Prouvez le schéma de récurrence forte, c’est-à-dire pour toute formule 𝐴 avec pour variables
libres 𝑧, 𝑥1, ⋯, 𝑥𝑛:

∀𝑥1⋯𝑥𝑛.(0/𝑧)𝐴 ⇒ ∀𝑥.(∀𝑦.(𝑦 ≤ 𝑥 ⇒ (𝑦/𝑧)𝐴) ⇒ (𝑆(𝑥)/𝑧)𝐴) ⇒ ∀𝑦.(𝑦/𝑧)𝐴
7. (⋆) Prouvez que tout ensemble non-vide d’entiers naturels définissable par une formule du

permier ordre a un élément minimal, i.e. pour toute formule 𝐴 avec une variable libre 𝑥:

𝙿𝙰 ⊢ ∃𝑥.𝐴 ⇒ ∃𝑥.(𝐴 ∧ ∀𝑦.(𝑦 < 𝑥 ⇒ ¬(𝑦/𝑥)𝐴))

Vous pourrez utiliser librement le fait que

¬∃𝑥.(𝐴 ∧ ∀𝑦.(𝑦 < 𝑥 ⇒ ¬(𝑦/𝑥)𝐴))¬∀𝑥.(𝐴 ⇒ ∃𝑦.(𝑦 < 𝑥 ∧ (𝑦/𝑥)𝐴))

1. Théorie des ensembles
Dans la suite, on définit le langage ℒ𝚉𝙵 composé d’une sorte 𝜄, et du symbole ∈ d’arité ⟨𝜄, 𝜄, 𝙿𝚛𝚘𝚙⟩. Vous
pouvez utiliser les notations ∪ et 𝒫 pour l’union et l’ensemble des parties.
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Exercice 4 ⸺ La théorie 𝚉

Définition ⸺ La théorie 𝚉

La théorie textsf{Z} est composée des axiomes de l’égalité et des suivants:
Extensionalité ∀𝑥∀𝑦((∀𝑧(𝑧 ∈ 𝑥 ⇔ 𝑧 ∈ 𝑦)) ⇒ 𝑥 = 𝑦)

Union ∀𝑥∃𝑧∀𝑤(𝑤 ∈ 𝑧 ⇔ (∃𝑣(𝑤 ∈ 𝑣 ∧ 𝑣 ∈ 𝑥)))
Paire ∀𝑥∀𝑦∃𝑧∀𝑤(𝑤 ∈ 𝑧 ⇔ (𝑤 = 𝑥 ∨ 𝑤 = 𝑦))

Ensemble des parties ∀𝑥∃𝑧∀𝑤(𝑤 ∈ 𝑧 ⇔ (∀𝑣(𝑣 ∈ 𝑤 ⇒ 𝑣 ∈ 𝑥)))
Schéma de compréhension restreint ∀𝑥1⋯∀𝑥𝑛∀𝑣∃𝑤∀𝑥 (𝑥 ∈ 𝑤 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑣 ∧ 𝐴)

pour toute proposition 𝐴 de variables libres 𝑥, 𝑥{1}, ⋯, 𝑥{𝑛}. L’ensemble 𝑤 sera noté {𝑥 ∈ 𝑣 ∣ 𝐴}.
Axiome de l’infini On définira ∅ dans une question ultérieure. On définit la formule suivante:

𝚂𝚞𝚌𝚌[𝑥, 𝑦] = ∀𝑧.(𝑧 ∈ 𝑦 ⇔ (𝑧 ∈ 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑦)). L’axiome de l’infini est alors:

∃𝐼.(∅ ∈ 𝐼) ∧ ∀𝑥∀𝑦.((𝑥 ∈ 𝐼 ∧ 𝚂𝚞𝚌𝚌[𝑥, 𝑦]) ⇒ 𝑦 ∈ 𝐼)

1. Définissez une proposition 𝑃 [𝑥, 𝑦] représentant l’inclusion, i.e. 𝑥 ⊆ 𝑦 ssi 𝑃 [𝑥, 𝑦] est prouvable.
Réécrivez l’axiome de l’Ensemble des parties avec cette notation.

2. Montrez qu’il existe un unique ensemble ∅ ne contenant aucun élément.
3. Énoncez le théorème « Pour tout élément 𝑥, il existe un ensemble ne contenant que 𝑥 ». Quels

axiomes de 𝚉 utiliseriez-vous pour le prouver?
4. Énoncez le théorème « L’union de deux ensembles est un ensemble ». Quels axiomes de 𝚉

utiliseriez-vous pour le prouver?
5. Énoncez le théorème « L’intersection de deux ensembles est un ensemble ». Quels axiomes de
𝚉 utiliseriez-vous pour le prouver?

6. Montrez que l’ensemble de tous les ensembles n’existe pas, c’est-à-dire montrez que ¬∃𝑥∀𝑦.(𝑦 ∈
𝑥) est prouvable dans 𝚉.

Exercice 5 ⸺ La théorie 𝚉𝙵

Définition ⸺ La théorie 𝚉𝙵

La théorie 𝚉𝙵 est définie en remplacant le schéma de compréhension restreinte dans 𝚉 par le
Schéma de remplacement:

∀𝑥1⋯𝑥𝑛𝑥𝑦𝑦′.(𝐹 [𝑥, 𝑦] ∧ 𝐹 [𝑥, 𝑦′] ⇒ 𝑦 = 𝑦′) ⇒ ∃𝑏∀𝑦.(𝑦 ∈ 𝐵 ⇔ ∃𝑎.(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝐹[𝑥, 𝑦]))

où 𝐹  a pour variables libres 𝑥, 𝑦, 𝑥1, ⋯, 𝑥𝑛.

1. Montrez que pour toute formule 𝐹 , 𝚉 ⊢ 𝐹  implique 𝚉𝙵 ⊢ 𝐹 , i.e. que l’on peut prouver n’importe
quelle instance du Schéma de compréhension restreint en utilisant le Schéma de rempla)
cement.

2. (⋆) On note (𝑎, 𝑏) l’ensemble {{𝑎}, {𝑎, 𝑏}}. Prouvez que cette construction satisfait les propriétés
des couples:

𝚉𝙵 ⊢ ∀𝑎𝑎′𝑏𝑏′.(𝑎, 𝑏) = (𝑎′, 𝑏′) ⇔ 𝑎 = 𝑎′ ∧ 𝑏 = 𝑏′

3. (⋆) Prouvez que pour tous ensembles 𝑎 et 𝑏, leur produit cartésien 𝑎 × 𝑏 existe, c’est-à-dire:

𝚉𝙵 ⊢ ∀𝑎𝑏∃𝑥∀𝑧.𝑧 ∈ 𝑐 ⇔ ∃𝑥𝑦.𝑥 ∈ 𝑎 ∧ 𝑦 ∈ 𝑏 ∧ 𝑧 = (𝑥, 𝑦)
4. Comment pourrait-on définir les fonctions?
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Exercice 6 ⸺ Entiers de Von Neumann

Les entiers de Von Neumann sont définis par 0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, ect.

1. Écrivez une proposition 𝑁 avec une variable libre 𝑥 utilisant uniquement = et ∈ exprimant le
fait que 𝑥 est un entier naturel.

On écrit 𝑁[𝑡] la proposition (𝑡/𝑥)𝑁 . On observe que tous les entiers naturels appartiennent à
l’ensemble 𝐼 défini par l’axiome de l’infini.

2. Prouvez la proposition ∃ℕ.(𝑥 ∈ ℕ ⇔ 𝑁[𝑥]) dans 𝚉𝙵.
3. Écrivez une proposition exprimant le principe d’induction: si un ensemble contient 0 et est clos

par successeur, il contient tous les entiers. Montrez que ceci est prouvable dans 𝚉𝙵.
4. Définissez l’addition et la multiplication par leurs graphes. Montrez que les axiomes de

l’arithmétique de Peano sont prouvables dans 𝚉𝙵.

Exercice 7 ⸺ Diverses théories

1. Donnez des ensembles de fonctions et de prédicat, ainsi que des axiomes décrivant les théories
suivantes.

1. Les relations d’équivalence
2. La théorie des groupes
3. La théorie des anneaux

2. Prouvez en théorie des groupes que l’inverse est unique.
3. Prouvez en théorie des groupes que si tous les éléments sont d’ordre 2, alors le groupe est

abélien.
4. Prouvez que le zéro d’un anneau est absorbant pour la multiplication.
5. Quels axiomes devrait-on ajouter pour obtenir la théorie des anneaux intègres? des corps?

Prouvez que les corps sont des anneaux intègres.
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