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1. Introdu
tion

Lors du 
hapitre pré
édent nous avons souligné que, d'une part, l'e�
a
ité

des méthodes basées sur le graphe d'a

essibilité dépendait fortement de la

taille de 
elui-
i et, d'autre part, que 
es méthodes ne s'appliquaient qu'à des

réseaux bornés. Aussi dans 
e 
hapitre, nous nous atta
herons à évaluer la


omplexité du graphe d'a

essibilité et à proposer des méthodes de véri�
ation

appli
ables lorsque le graphe est in�ni.

Nous débuterons par une synthèse su

in
te des prin
ipales notions de dé-


idabilité et de 
omplexité qui seront reprises lors des autres se
tions. Nous

rappellerons ensuite les résultats négatifs qui portent sur le graphe d'a

essibi-

lité à la fois en terme de dé
idabilité lorsque le graphe est in�ni et en terme de


omplexité dans le 
as �ni.

Puis nous évoquerons les méthodes usuelles 
apables de traiter le 
as des

graphes in�nis. La première de 
es méthodes, appelée 
onstru
tion du graphe

de 
ouverture, est une adaptation de la 
onstru
tion du graphe d'a

essibilité.

Dans 
et algorithme, on substitue une valeur in�nie (notée !) à un marquage

d'une pla
e lorsqu'on déte
te la possibilité d'atteindre des marquages supérieurs

au marquage ren
ontré ave
 des valeurs aussi grandes que possible dans la pla
e


on
ernée. Ce graphe �ni est une abstra
tion du graphe d'a

essiblité qui per-

met de dé
ider en
ore 
ertaines propriétés générales. La deuxième méthode
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2 Réseaux de Petri

repose sur le 
al
ul d'une borne de la taille des plus 
ourts 
hemins permettant

de valider telle ou telle propriété. Il su�t alors de re
her
her l'existen
e d'un


hemin de longueur bornée pour véri�er si la propriété est satisfaite. Quant à

la troisième méthode, partant d'un marquage 
ible, elle remonte le temps en ef-

fe
tuant des fran
hissements à rebours à partir d'ensembles de marquages pour

essayer d'atteindre le marquage initial. Le mé
anisme mis en oeuvre garantit

la terminaison de l'algorithme. Nous illustrerons 
ha
une de 
es méthodes sur

la propriété de 
ouverture (i.e. l'a

essibilité d'un marquage supérieur ou égal

à un marquage donné).

Au
une des méthodes pré
édentes n'est 
apable de résoudre le problème


entral de savoir si, étant donnés deux marquages et un réseau, le deuxième

marquage est a

essible à partir du premier. Aussi nous dé
rirons de manière

informelle l'algorithme de test d'a

essibilité. L'importan
e de 
et algorithme

provient à la fois de la di�
ulté qu'il a fallu pour l'obtenir et du fait qu'il

semble être un résultat limite de dé
idabilité dans les réseaux de Petri.

Les deux dernières se
tions seront 
onsa
rées au pouvoir d'expression du

modèle des réseaux de Petri. Sa
hant que 
e modèle est stri
tement moins

expressif que le modèle des ma
hines de Turing, il est tentant d'introduire de

nouveaux mé
anismes de 
ontr�le et d'adapter les méthodes de véri�
ation à 
es

modèles étendus. Nous présenterons trois extensions signi�
atives des réseaux

de Petri. Les réseaux à ar
s inhibiteurs permettent d'interdire le fran
hissement

d'une transition si le marquage d'une pla
e est supérieur à une valeur. Dans

un réseau auto-modi�ant, une transition produit ou 
onsomme un nombre de

marques dépendant du marquage 
ourant. Un réseau ré
ursif 
omporte des

transitions abstraites dont le fran
hissement 
onduit à un état 
onstitué d'un

arbre dynamique de réseaux marqués. Pour 
ha
un de 
es modèles, nous sou-

lignerons l'impa
t de l'extension sur la véri�
ation des propriétés.

L'une des façons standard de 
omparer des modèles en terme de 
ompor-

tement des systèmes est d'étudier les langages engendrés par les séquen
es de

fran
hissement. Nous a
hèverons don
 
e 
hapitre par une des
ription des pro-

priétés des langages des réseaux de Petri et une 
omparaison de 
ette famille

de langages ave
 la hiérar
hie traditionnelle des autres familles.

Le le
teur interessé trouvera dans [ESP 94℄ un panorama détaillé des ré-

sultats de dé
idabilité et de 
omplexité dans les réseaux de Petri. On pourra

aussi se reporter à [ESP 98℄ qui aborde des aspe
ts 
omplémentaires de 
eux


ouverts par 
e 
hapitre.

Les notations du 
hapitre pré
édent s'appliquent aussi à 
e 
hapitre. De

plus par sou
i de lisibilité nous rappelons 
i-dessous les quelques résultats du


hapitre pré
édent dont nous ferons un usage fréquent par la suite.

Lemme 1 (Lemme de monotonie) Soit R un réseau de Petri,
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Lemme 2 (Lemme de Koening) Soit A un arbre de degré �ni (i.e. tout

noeud admet un nombre �ni de su

esseurs) et 
omportant un nombre de noeuds

in�ni ; alors A admet une bran
he in�nie.

Lemme 3 (Lemme d'extra
tion) Soit m

0

;m

1

; : : : une suite in�nie de ve
-

teurs de IN

f1;:::;kg

, alors 
ette suite admet une sous-suite 
roissante.

Proposition 4 (Cara
térisation d'un réseau borné) Soit R un réseau :

(R;m

0

) est non borné ,

(R;m

0

) admet une séquen
e de fran
hissement m

0

[�

1

im

1

[�

2

im

2

ave
 m

1

< m

2

2. Rappels de dé
idabilité et de 
omplexité

Les rappels 
i-dessous su�sants pour appréhender la suite du 
hapitre ne

peuvent en au
un 
as se substituer à un traitement plus 
omplet de 
es su-

jets. Le le
teur désirant d'approfondir 
es questions pourra se reporter à des

ouvrages spé
ialisés (e.g. [PAP 94℄).

Dé�nition 5 (Notion de problème) Un problème est une fon
tion partielle

f de A dans B. Les éléments de A et B disposent d'(au moins) une représenta-

tion �nie sus
eptible d'être lue ou produite par une ma
hine ou un programme.

Dans le 
as où B est le domaine booléen, on parle de problème de dé
ision.

Informellement un élément a de A est une donnée possible du problème et f(a)

est le résultat du problème pour 
ette donnée. Voi
i deux exemples simples :

� La 
onstru
tion du graphe d'a

essibilité est un problème où A est l'en-

semble des réseaux de Petri et B est l'ensemble des graphes �nis. f est

la fon
tion partielle qui asso
ie à un réseau borné son graphe d'a

es-

sibilité.

� La viva
ité d'un réseau est un problème où A est l'ensemble des réseaux

de Petri et B est le domaine booléen. f est la fon
tion 
ette fois-
i totale

qui asso
ie à un réseau la valeur de vérité de la viva
ité pour le réseau.

En toute rigueur, il faudrait indiquer la représentation 
hoisie pour les données

et les résultats 
ar, dans 
ertains 
as, 
e 
hoix a une in�uen
e sur la 
omplexité

du problème (e.g. représentation unaire des entiers). Nous ne le ferons pas en

supposant que nous disposons d'une représentation raisonnable et relativement

standard des objets étudiés.
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Notre obje
tif est bien entendu de résoudre des problèmes à l'aide de pro-

grammes. Suivant la thèse de Chur
h, nous ne pré
iserons pas le langage de

programmation utilisé à partir du moment où il possède les 
onstru
tions mi-

nimales : si alors sinon, tant que, pour,: : :

Dé�nition 6 (Problème ré
ursif) Un problème f de A dans B est ré
ursif

s'il existe un programme qui prend en entrée un élément quel
onque a de A et

se termine en produisant (a�
hant, imprimant) f(a) sous réserve que f soit

dé�nie pour a.

Dans le 
as où B est le domaine booléen, on parle de problème dé
idable.

Une fois qu'on a déterminé qu'un problème est ré
ursif autrement dit qu'on

a exhibé un algorithme pour le résoudre, il s'agit de mesurer l'e�
a
ité de la

résolution. Un élément pertubateur de 
ette mesure est la 
onstru
tion tant que.

En e�et même si on est en mesure d'a�rmer que le test �nira par être faux, il

est parfois impossible de prédire le nombre de tours de bou
le exé
utés avant la

terminaison du programme. Appelons programme primitif, un programme qui

ne dispose que des trois 
onstru
teurs pour et si alors sinon et la 
on
aténation

et dont une variable est initialisée ave
 la taille du problème à résoudre et les

autres variables sont initialisées à zéro.

Dé�nition 7 (Problème primitif ré
ursif) Un problème f est primitif ré-


ursif s'il existe un programme primitif qui prend en entrée un élément quel-


onque a de A et se termine en produisant (a�
hant, imprimant) f(a) sous

réserve que f soit dé�nie pour a.

De manière très informelle, on peut dire qu'un problème ré
ursif non primitif

est résoluble mais que la 
omplexité de sa résolution nous demeurera in
onnue.

On vise don
 à obtenir des programmes de résolution primitifs ou tout au moins

sus
eptibles d'être transformés en programmes primitifs de telle sorte que leur


omplexité puisse être mesurée. Les deux 
ritères de mesure de 
omplexité les

plus 
ouramment adoptés sont la 
omplexité en temps (nombre d'instru
tions

e�e
tuées) et en espa
e (taille de la pla
e mémoire o

upée). Dans 
e dernier


as, la donnée est supposée résider sur une mémoire spé
iale et n'entre pas en


ompte dans la mesure.

Dé�nition 8 Soit Comp une fon
tion de IN dans IR et f un problème et prog

un programme qui résout f . Notons jaj la taille d'un objet a, alors :

prog est borné en temps (resp. en espa
e) par Comp si pour toute donnée

a appartenant au domaine de f , prog exé
ute (resp. o

upe) au plus Comp(jaj)

instru
tions (resp. 
ellules mémoires).

Cette mesure de 
omplexité très pré
ise dépend à la fois du 
hoix du lan-

gage de programmation et de la taille des 
ellules mémoires. Aussi nous avons

plut�t besoin de 
ara
tériser des 
lasses de fon
tions de 
omplexité 
omme par

exemple :
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� P , la 
lasse des fon
tions polyn�mes

� EXP , la 
lasse des fon
tions de la forme 2

Comp

ave
 Comp 2 P

� LOG, la 
lasse des fon
tions de la forme log(Comp) ave
 Comp 2 P

Nous arrivons ainsi à une notion plus robuste de mesure de 
omplexité.

Dé�nition 9 (Classes de 
omplexité) Soit C une 
lasse de fon
tions de IN

dans IR et f un problème :

� f est dans Ctime ou plus simplement dans C, s'il existe prog un pro-

gramme, borné en temps par Comp, une fon
tion de C qui résout f .

� f est dans Cspa
e, s'il existe prog un programme borné en espa
e par

Comp, une fon
tion de C, qui résout f .

Pour de nombreux problèmes de dé
ision, une manière de les résoudre


onsiste à faire des 
hoix indéterministes (e.g. 
hoix d'une transition fran
his-

sable) et de revenir en arrière si le 
hoix fait ne permet pas d'obtenir une

réponse positive à la question. Autrement dit, l'exé
ution peut être visuali-

sée par un arbre où 
haque bran
he représente une séquen
e d'exé
ution pos-

sible et où l'algorithme renvoie vrai si l'une des exé
utions renvoie vrai. Si l'on

disposait d'une ma
hine qui à 
haque 
hoix indéterministe pouvait exé
uter

en parallèle les di�érentes alternatives, la 
omplexité en temps serait égale au

temps d'exé
ution de la bran
he la plus longue.

Dans 
e 
as, pour une 
lasse C on appelle NCtime ou plus simplement NC,

l'ensemble des problèmes dé
idables par un programme 
omportant des 
hoix

indéterministes et dont une fon
tion de C borne en temps toutes les séquen
es

d'exé
ution. Cette notion se dé
line aussi pour la 
omplexité en espa
e.

Remarques :

� Il est 
lair qu'un programme déterministe ne peut o

uper au plus qu'un

nombre de 
ellules proportionnel au nombre d'instru
tions exé
utées.

Don
 Ctime � Cspa
e

� Un programme déterministe est un programme à 
hoix indéterministes

parti
ulier. Don
 Ctime � NCtime

Nous résumons 
i-dessous les relations entre les 
lasses de 
omplexité les

plus usuelles et qu'on ren
ontrera dans 
et ouvrage.

NLOGspa
e � P � NP � Pspa
e � EXP � NEXP � EXPspa
e

Certaines in
lusions sont stri
tes (e.g. P 6= EXP et Pspa
e 6= EXPspa
e)

tandis que pour d'autres le problème reste ouvert (e.g. P 6= NP ? et NP 6=

Pspa
e ?).

La 
omplexité que nous avons dé
rite jusqu'à présent s'intéresse à borner

supérieurement la di�
ulté d'un problème. Il est tout aussi utile de la borner

inférieurement 
ar, d'une part 
ela évite la re
her
he vaine d'hypothétiques

algorithmes, et d'autre part 
ela permet de dé�nir une notion d'optimalité

pour 
ertains algorithmes.
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Pour formaliser le 
on
ept de borne inférieure, on dé�nit tout d'abord la

notion de rédu
tion.

Dé�nition 10 (Rédu
tion de problèmes) Soit f un problème de A vers B

et g un problème de A

0

vers B. f se réduit à g ave
 une 
omplexité C s'il existe

un programme prog,

� qui prend en entrée un objet a de A et fournit 
omme résultat un objet a

0

de A

0

sous réserve que f soit dé�ni pour a,

� tel que g(a

0

) = f(a),

� borné par une fon
tion de C (en temps ou en espa
e selon la 
lasse).

Les deux prin
ipaux types de rédu
tion sont en Ptime (su�sant à partir

des 
lasses Ptime) et en LOGspa
e (pour des 
omplexités inférieures à Ptime).

Dé�nition 11 (Problèmes di�
iles et 
omplets) Soit f un problème,

� f est C-di�
ile si tout problème de C est rédu
tible à f .

� f est C-
omplet si f est C-di�
ile et f est dans C.

Pour un problème C-di�
ile, il est inutile de 
her
her un algorithme de 
om-

plexité inférieure à C puisqu'à l'aide de la résolution de f on peut résoudre sans

ajout de 
omplexité signi�
atif n'importe quel problème de C. Un problème C-


omplet fait quant à lui partie des problèmes � les plus 
omplexes de la 
lasse C�.

Par exemple, l'a

essibilité d'un noeud à partir d'un autre dans un graphe est

un problème NLOGspa
e-
omplet et la satisfa
tion simultanée d'un ensemble

de 
lauses propositionnelles disjon
tives est un problème NP-
omplet.

3. Résultats théoriques à propos du graphe d'a

essibilité

Etant donné deux réseaux de Petri, 
onstruits sur le même ensemble de

pla
es, il est intéressant de 
omparer leur ensemble d'a

essibilité. Par exemple,

on souhaite 
omparer l'ensemble des états internes d'un système sûr à 
elui des

états internes d'un système à 
erti�er. Malheureusement nous avons i
i les

premiers résultats négatifs.

Proposition 12 (Comparaison d'ensembles d'a

essibilité [HAC 75℄)

Soient deux réseaux de Petri de même ensemble de pla
es ; les problèmes de

l'égalité ou de l'in
lusion des ensembles d'a

essibilité sont indé
idables.

En se restreignant aux réseaux bornés, 
es questions deviennent naturelle-

ment dé
idables. Mais quelle est leur 
omplexité ? Avant d'y répondre exami-

nons la 
omplexité de la 
onstru
tion du graphe d'a

essibilité pour les réseaux

bornés.
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Figure 1: Une famille de réseaux bornés

Proposition 13 (Complexité du graphe d'a

essibilité) Soit un réseau

de Petri borné ; le problème de la 
onstru
tion du graphe (de l'ensemble) d'a
-


essibilité n'est pas primitif ré
ursif.

Preuve

Nous démontrons qu'il existe une famille de réseaux marqués bornés indi
ée

par IN telle que la taille d'un réseau marqué soit proportionnelle à son indi
e et

la taille des graphes d'a

essibilité asso
iés ne soit pas une fon
tion primitive

ré
ursive de l'indi
e.

Nous 
ommençons par 
al
uler un majorant f

n

(x) de la valeur absolue d'une

variable après l'exé
ution d'un programme primitif 
omprenant n 
onstru
teurs

et dont les variables sont initialisées à des valeurs inférieures ou égales en va-

leur absolue à x. Sans perte de généralité, nous nous limitons à x � 2. Plus

pré
isément, le langage de programmation dispose d'une instru
tion de base,

l'a�e
tation d'une somme de variables x = y(+=�)z et trois 
onstru
teurs :

l'alternative si alors sinon ave
 la restri
tion que le test n'a�e
te pas la valeur

des variables, la 
on
aténation et la bou
le pour dont le nombre de tours est

déterminé par la valeur d'une variable. Montrons que les fon
tions f

n

dé�nies


i-dessous 
onviennent :

� f

0

(x) = 2:x

� f

i+1

(x) = f

(x)

i

(x) où f

(x)

i

désigne la 
omposition x fois répétée de f

i
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Au moyen d'une ré
urren
e immédiate on véri�e que les f

i

sont stri
tement


roissantes et que f

i+1

(x) > f

i

(x).

Si un programme ne 
omporte pas de 
onstru
teurs, il a exa
tement une

instru
tion de base et la valeur de la variable a�e
tée ne peut ex
éder 2:x.

Nous supposons le majorant véri�é pour i 
onstru
teurs et nous étudions un

programme doté de i + 1 
onstru
teurs. Si le 
onstru
teur le plus externe est

l'alternative alors l'exé
ution est 
elle d'une des bran
hes. Don
 f

i

(x) majore

le 
ontenu des variables. Si le 
onstru
teur le plus externe est la 
on
aténation

alors l'exé
ution est 
elle d'un programme doté de i 
onstru
teurs prenant en

entrée des variables 
al
ulées par un programme doté de i 
onstru
teurs dont

les variables sont initialement inférieures ou égales à x en valeur absolue. Don


f

i

(f

i

(x)) majore le 
ontenu des variables. Si le 
onstru
teur le plus externe

est la bou
le pour alors il ne peut y avoir plus de x tours de bou
le et 
e

programme est équivalent à au plus x� 1 
on
aténations de programmes dotés

de i 
onstru
teurs. Don
 f

(x)

i

(x) majore le 
ontenu des variables.

En appliquant l'argument de diagonalisation usuel et en posant f(x) =

f

x

(x), il vient que f n'est pas une fon
tion primitive ré
ursive puisque ne

pouvant être majorée par l'une des fon
tions f

n

.

Soit maintenant la famille de réseaux R

i

dé
rits à la �gure 1. Posons m

i

=

i:

�!




i

+

�!

b

i

. On prouve que (R;m

i

) est borné et que 


i

peut atteindre n'importe

quelle valeur 
omprise entre 0 et f(i). Puisque la taille d'un réseau marqué est

proportionnelle à son indi
e, 
e
i démontre la proposition.

Pour parvenir à 
e résultat et sans entrer dans les détails, on établit (pour

i > 1) par ré
urren
e les points suivants :

� R

i

a un P -semi-�ot z

i

= b

i

+v

i

+e

i

+b

i�1

+v

i�1

+e

i�1

+� � �+b

0

+v

0

+u

0

+e

0

� Pour un marquage initial m tel que z

t

i

:m = m(b

i

) = 1 les séquen
es

maximales de R

i

sont de la forme,

� = prep

p

i

:deb

i

:�

1

:rep

i

:�

2

: : : : :rep

i

:�

q

:ab

i

:trans

r

i

:fin

i

où :

� p � m(


i

) +m(


0

i

),

� q � p,

� �

1

est une séquen
e de R

i�1

débutant par un marquage m

1

véri�ant

une 
ondition similaire à m et telle que :

m

1

(


i�1

) +m

1

(


0

i�1

) + � � �+m

1

(


0

) +m

1

(


0

0

) =

m(


i�1

) +m(


0

i�1

) + � � �+m(


0

) +m(


0

0

) + p

� Pour 1 < q

0

� q �

0

q

est une séquen
e de R

i�1

débutant par un marquage

m

q

0

véri�ant une 
ondition similaire à m et telle que :

m

q

0

(


i�1

) +m

q

0

(


0

i�1

) + � � �+m

q

0

(


0

) +m

q

0

(


0

0

) �

f

(q

0

�1)

i�1

(m(


i�1

) +m(


0

i�1

) + � � �+m(


0

) +m(


0

0

) + p)

� r � f

(q)

i�1

(m(


i�1

+m(


0

i�1

) + � � �+m(


0

) +m(


0

0

) + p)

� pour tout m

0

atteint à partir de m au 
ours de �,
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m

0

(


i

) +m

0

(


0

i

) + � � �+m

q

(


0

) +m

q

(


0

0

) �

f

i

(m(


i

) +m(


0

i

) + � � �+m(


0

) +m(


0

0

))

� On exhibe une séquen
e � parti
ulière pour atteindre 
haque valeur pos-

sible de m

0

(


i

)

}

Cette proposition signi�e que toute méthode basée sur la 
onstru
tion du

graphe d'a

essibilité possède une 
omplexité imprédi
tible. Ce
i justi�e l'inté-

rêt des méthodes stru
turelles présentées au 
hapitre pré
édent. Pour en revenir

au problème initial, au
une autre méthode que la 
onstru
tion du graphe d'a
-


essibilité ne peut fournir des résultats signi�
ativement meilleurs.

Proposition 14 [MAY 81℄ Soient deux réseaux de Petri bornés de même en-

semble de pla
es, les problèmes de l'égalité ou de l'in
lusion des ensembles d'a
-


essibilité ne sont pas primitifs ré
ursifs.

4. Analyse des réseaux de Petri non bornés

Les méthodes de véri�
ation des réseaux de Petri non bornés doivent soit

adapter soit se passer de la 
onstru
tion du graphe d'a

essibilité. Puisque nous

illustrerons trois de 
es méthodes sur le problème de la 
ouverture, rappelons

sa dé�nition.

Dé�nition 15 (Couverture d'un marquage) Soit (R;m

0

) un réseau de Pe-

tri et m




un marquage. Le réseau 
ouvre m




s'il existe m 2 A(R;m

0

) tel que

m � m




.

Ce problème présente au moins deux intérêts. D'abord, il a de nombreuses

appli
ations. Par exemple, si on veut tester que deux pla
es sont en ex
lusion

mutuelle, on 
her
hera à 
ouvrir le marquage 
omposé d'un jeton dans 
haque

pla
e. D'autre part, parmi les algorithmes de dé
ision des propriétés générales,


eux relatifs au problème de 
ouverture sont plus simples 
on
eptuellement

et 
omme nous le verrons à la �n du 
hapitre s'appliquent plus fa
ilement à


ertaines extensions des réseaux de Petri.

4.1. Constru
tion du graphe de 
ouverture

Imaginions que nous 
her
hions à produire le graphe d'a

essibilité s'il est

�ni et sinon déte
ter que le réseau est non borné. Nous 
onstruisons un arbre

dont 
haque noeud est étiqueté par un marquage de la manière suivante :
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1. la ra
ine est étiquetée par le marquage initial,

2. 
haque noeud traité a pour �ls un ensemble de noeuds dont les étiquettes

sont les marquages a

essibles par le fran
hissement d'une transition à

partir du marquage du noeud,

3. on ne plani�e le traitement d'un noeud que si son marquage est di�érent

de tous les marquages déjà présents au moment de sa 
réation,

4. la 
onstru
tion est abandonnée si sur la bran
he qui 
onduit à un nouveau

noeud se trouve un marquage stri
tement inférieur au marquage asso
ié

au nouveau noeud,

5. si la 
onstru
tion se termine sans abandon, on identi�e les noeuds asso
iés

aux mêmes marquages 
e qui aboutit au graphe d'a

essibilité.

Les lemmes 2 et 3 assurent qu'un réseau non borné sera déte
té par le point 4

et la proposition 4 garantit qu'on n'abandonne que la 
onstru
tion d'un réseau

non borné.

Nous souhaitons modi�er la pro
édure pré
édente pour tester la 
ouverture

d'un marquage par un réseau. Ce
i nous 
onduira à la notion d'arbre de 
ou-

verture AC(R;m

0

), proposée par Karp et Miller [KAR 69℄. Pour 
e faire, on

introduit un nouvel ensemble en dotant IN d'un plus grand élément noté ! :

IN

!

= IN [ f!g pour lequel on étend l'ordre < et les opérations + et � de la

façon suivante :

8n 2 IN : n < !, n+ ! = ! + n = !, ! � n = ! (n� ! n'est pas dé�ni)

On étend de la même manière+;�; < à (IN

!

)

P

appelé ensemble des !-marquages.

Pour un !-marquage on appelle une pla
e de marquage !, une !-
omposante

et dans le 
as 
ontraire une 
omposante �nie.

Le résultat qu'on vise est l'équivalen
e suivante.

Proposition 16

(R;m

0

) 
ouvre m




, 9 un noeud de AC(R;m

0

) �etiquet�e par m

!

t:q: m




� m

!

Si on reprend le 
as d'une séquen
e répétitive 
roissante m

0

[�

1

im

1

[�

2

im

2

ave
 m

1

< m

2

, il est 
lair qu'en répétant la séquen
e toutes les pla
es sur

lesquelles les marquages m

1

et m

2

sont di�érents 
roitront indé�niment. Soit

le !-marquage m

2;!

, obtenu en remplaçant dans m

2

le marquage de 
es pla
es

par ! ; alors tous les marquages inférieurs à m

2;!

sont 
ouverts par le réseau.

Telle est l'idée sous-ja
ente à l'algorithme.

Algorithme de Karp et Miller

Chaque sommet de l'arbre de 
ouverture est étiqueté par un !-marquage et


haque ar
 est étiqueté par une transition. AC(R;m

0

) est initialisé ave
 une

ra
ine r étiquetée par m

0

. On maintient dans AT RAIT ER (initialisé ave
 r)

un sous-ensemble des feuilles de l'arbre 
ourant qu'il reste à examiner.
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Tant que AT RAIT ER est non vide faire

Extraire q étiqueté par m de AT RAIT ER ;

Pour 
haque transition t sensibilisée en m faire

Créer q

t

�ls de q ;

Etiqueter l'ar
 reliant q à q

t

ave
 t ;

m

t

:= m+ C(t) ;


(m

t

) := m

t

;

Pour 
haque pla
e p 2 P faire

Si q admet un an
être (y 
ompris lui-même) a étiqueté par m

a

,

ave
 m

a

< m

t

et m

a

(p) < m

t

(p) Alors


(m

t

)(p) = !

Fin si

Fin pour

Etiqueter q

t

ave
 
(m

t

) ;

Si q n'admet pas un an
être (y 
ompris lui-même)

ayant la même étiquette que q(t) Alors

Insérer q dans AT RAIT ER

Fin si

Fin pour

Fin tant que

Montrons d'abord que 
ette 
onstru
tion se termine toujours. Raisonnons

par l'absurde. Si 
e n'est pas le 
as alors l'arbre de 
ouverture est in�ni. D'après

le lemme 2, 
et arbre 
ontient une bran
he in�nie. Le lemme 3 reste valable

pour (IN

!

)

P

. Aussi on peut extraire de 
ette bran
he une sous-suite in�nie


roissante et même stri
tement 
roissante 
ar sinon la bran
he serait �nie (
f

la 
ondition d'insertion dans AT RAIT ER). D'après l'arithmétique de IN

!

, les

!-
omposantes ne peuvent disparaitre sur une bran
he. Supposons que deux

noeuds 
onsé
utifs de la sous-suite aient le même ensemble de !-
omposantes.

Cela signi�e que pour le deuxième noeud, au
une !-
omposante n'a été 
réée.

Mais dans 
e 
as, 
(m(t)) = m(t) 
e qui est impossible puisqu'alors m(t)

est stri
tement supérieur au marquage du premier noeud et l'ajout d'une !-


omposante aurait du survenir. Autrement dit, le nombre de !-
omposantes est

in
rémenté à 
haque nouveau marquage de la sous-suite. Ce qui nous 
onduit

à une 
ontradi
tion puisque 
e nombre est borné par jP j.

Nous illustrons la 
onstru
tion de l'arbre de 
ouverture sur le réseau de la

�gure 2. Ce réseau modélise (de façon très irréaliste) une journée d'un planteur

de bananes. Initialement sur son 
hamp (supposé de 
apa
ité in�nie), le plan-

teur 
ueille des bananes, puis il rentre ave
 ses bananes et se met à table pour

en manger 
ertaines. Une fois son repas terminé, il se lève et jette quelques

unes des peaux de banane dans son jardin avant d'aller dormir. Nous avons

indiqué entre parenthèses un étiquetage possible des transitions. Le langage de


e réseau étiqueté sera dis
uté à la �n du 
hapitre. Seules les deux premières
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CHamp

CUeille JEtteMAngeBAnane PEau

REntre TAble LEve DOrtJArdin

(a) (b) (c)

(λ)(λ)(λ)

Figure 2: Une journée d'un planteur de bananes

lettres des transitions et pla
es seront utilisées dans la suite.

L'arbre de 
ouverture asso
iée à 
ette modélisation est représenté sur la �-

gure 3. Les noeuds munis d'une astérisque sont 
eux dont l'!-marquage asso
ié

est déjà présent sur la bran
he qui 
onduit au noeud. Sa
hant qu'il y a des

feuilles sans astérisques, on 
on
lut i
i que le réseau n'est pas pseudo-vivant

(attention, il ne s'agit que d'une 
ondition su�sante de non pseudo-viva
ité).

Le mé
anisme de 
réation d'une !-
omposante est mis en oeuvre dès la ra
ine.

Quand on fran
hit la transition CU , on atteint un marquage supérieur sur la

pla
e BA et identique sur les autres pla
es 
e qui 
onduit à la 
réation d'une

!-
omposante sur BA. L'!-marquage

�!

TA + !:

��!

BA + !:

��!

PE illustre un point

signi�
atif de la 
onstru
tion. On peut atteindre un marquage aussi grand que

possible sur les pla
es BA et PE mais on ne peut les faire 
roître simulta-

nément. Il faut d'abord in
rémenter le marquage de BA, puis le dé
rémenter

lors de l'in
rémentation de PE. Ce
i explique les pré
autions à prendre lors de

la preuve de la dé
idabilité de la 
ouverture qui suit.

Preuve

(de la proposition 16)

Soit m




un marquage 
ouvert par le réseau. Il existe don
 une séquen
e

de fran
hissement m

0

[�im ave
 m � m




. Montrons par ré
uren
e que 
haque

marquage de la séquen
e est 
ouvert par un !-marquage de AC(R;m

0

). C'est

le 
as pour m

0

. Supposons que m

i

soit 
ouvert par m

!;i

et que m

i

[tim

i+1

.

Soit un noeud 
orrespondant à une première o

uren
e de m

!;i

. A partir de 
e

noeud, on 
onstruira un �ls 
orrespondant au fran
hissement de t étiqueté par
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CH

TA

JA

0

CH + ω.BA

CH + ω.BA(*)TA + ω.BA

JA + ω.BA

ω.BA

TA + ω.BA + ω.PE

TA + ω.BA + ω.PE(*)JA + ω.BA + ω.PE

JA + ω.BA + ω.PE(*)ω.BA + ω.PE

RE

LE

DO

CU

MA

JE

CU

DO

DO

LE

RE

MALE

Figure 3: L'arbre de 
ouverture du réseau planteur

m

!;i+1

� m

!;i

+ C(t) � m

i

+ C(t) = m

i+1

.

Soit maintenant un noeud q de AC(R;m

0

) étiqueté parm

!

, un !-marquage.

Nous allons montrer que tous les marquages inférieurs ou égaux à m

!

sont


ouverts par le réseau. Plus pré
isément, nous montrerons que pour tout n 2 IN,

il existe un marquage a

essible m

n

égal à m

!

sur ses 
omposantes �nies et

supérieur ou égal à n sur les autres 
omposantes.

Nous raisonnons par ré
uren
e sur le nombre de !-
omposantes de m

!

. Si

m

!

est un marquage ordinaire, alors la séquen
e de transitions qui étiquette la

bran
he de r à q est une séquen
e de fran
hissement et m

!

est a

essible.

Supposons que nous ayons véri�é la propriété pour tous les noeuds 
ompor-

tant au plus d !-
omposantes, et que q soit le premier noeud sur sa bran
he

dont le marquage 
omporte d+ 1 !-
omposantes.

� notons oldq le noeud pré
édent q, de !-marquage asso
ié oldm

� pour n 2 IN, notons �

0;n

la séquen
e de fran
hissement qui 
onduit de m

0

à un marquagem

n

égal à oldm sur 
es 
omposantes �nies et supérieur ou

égal à n sur les autres (séquen
e qui existe par hypothèse de ré
urren
e)

� notons t la transition qui étiquette l'ar
 de oldq à q

� notons p

1

; : : : ; p

k

les pla
es qui sont les nouvelles !-
omposantes de m

!

� notons r

1

; : : : ; r

k

les noeuds an
êtres de q qui sont la 
ause de 
es !-


omposantes de !-marquages asso
iés m

1

; : : : ;m

k

� notons �

i

la séquen
e de transitions qui étiquette la bran
he de r

i

à q

� notons � 2 IN un entier qui soit tel que le marquage 
omposé de � jetons
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dans 
haque pla
e permette de fran
hir les séquen
es �

i

et la transition t

Prouvons que la séquen
e � = �

0;(k:n+1):�+n

:t:(�

1

)

n

: : : : :(�

k

)

n

permet d'établir

la propriété re
her
hée. Trois types de pla
es sont à 
onsidérer :

1. en se restreignant aux 
omposantes �nies de m

!

, d'une part, la

séquen
e �

0;(k:n+1):�+n

:t 
onduit au marquagem

!

égal sur 
es pla
es aux

marquagesm

i

. D'autre part les séquen
es �

i

sont répétitives stationnaires

sur 
es pla
es et fran
hissables à partir de m

i

.

2. en se restreignant aux !-
omposantes de oldm, la séquen
e

�

0;(k:n+1):�+n


onduit à un marquage où toutes 
es pla
es sont supé-

rieures ou égales à (k:n + 1):� + n. Par dé�nition de �, on peut alors

fran
hir la séquen
e t:(�

1

)

n

: : : : :(�

k

)

n

atteignant un marquage de toutes


es pla
es supérieur ou égal à n

3. en se restreignant aux nouvelles !-
omposantes de m

!

, la sé-

quen
e �

0;k:n:�+n+1

:t 
onduit à un marquage supérieur ou égal à 
ha
un

desm

i

. Pour 
es pla
es, 
ha
une des séquen
es �

i

est répétitive 
roissante

(augmentant le marquage de p

i

). Don
 on peut fran
hir (�

1

)

n

: : : : :(�

k

)

n

pour 
onduire à un marquage de 
es pla
es supérieur ou égal à n.

Si q n'est pas le premier de sa bran
he dont le marquage a d+1 !-
omposantes,

soit q

0

de !-marquage asso
ié m

0

!

le premier sur la bran
he à véri�er 
ette pro-

priété et � la séquen
e qui étiquette la bran
he de q

0

à q. Nous dé�nissons �


omme pré
édemment pour permettre le fran
hissement de � et nous dé�nis-

sons �

0;n


omme pré
édemment pour m

0

!

. Nous laissons le soin au le
teur de

véri�er que la séquen
e �

0;n+�

:� 
onvient. }

Cet arbre est l'un des 
omposants de la preuve d'a

essibilité (voir plus

bas). Le prin
ipal in
onvénient de 
ette 
onstru
tion est que la taille de l'arbre

de 
ouverture n'est pas primitive ré
ursive. En e�et, dans le 
as de réseaux

bornés, il 
ontient au moins autant de noeuds que de marquages a

essibles.

Le graphe de 
ouverture

De nombreuses autres propriétés se dé
ident par examen de l'arbre de 
ou-

verture ou du graphe de 
ouverture obtenu en identi�ant les noeuds étiquetés

par les mêmes marquages [VAL 85℄. L'opération 
onsistant à �quotienter� les

graphes est une 
onstru
tion très utile que nous allons expli
iter dans le 
adre

des systèmes de transitions. Nous appliquerons ensuite 
ette 
onstru
tion pour

obtenir le graphe de 
ouverture à partir de l'arbre de 
ouverture.

Dé�nition 17 (Systèmes de transitions) Un système de transitions G est

dé�ni par un quadruplet de la forme < S; s

0

;!; L > où :

- S désigne l'ensemble d'états de G,

- s

0

, l'état initial de S,

- L, l'ensemble des labels de transitions et

- ! la relation de transition (!� S � L� S).
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Ainsi le graphe d'a

essibilité et l'arbre de 
ouverture d'un réseau de Petri,

peuvent être vus 
omme des systèmes de transitions dont les labels sont les

transitions du réseau de Petri.

Dé�nition 18 (Quotient d'un système de transitions) Soit G =< S; s

0

;!

; L > un système de transitions et � une relation d'équivalen
e sur S � S, on

note G

�

=< S

�

; s

0 �

;!

�

; L >, le quotient de G par �, dé�ni ainsi :

- S

�

représente l'ensemble quotient de S par �,

- s

0 �

la 
lasse d'équivalen
e de s

0

pour �,

- !

�

le plus petit ensemble de S

�

� L� S

�

véri�ant :

[(s; l; s

0

) 2!℄) [(s

�

; l; s

0

�

) 2!

�

℄

La 
onstru
tion ainsi dé
rite traite tous les labels de transition de façon

identique. Nous verrons dans le deuxième tome de 
et ouvrage une 
onstru
tion

plus générale pour laquelle la dé�nition du quotient in
lut une partition de

l'ensemble des labels de transitions en transitions observables et inobservables.

Soient q et q

0

deux sommets de l'arbre de 
ouverture AC(R;m

0

) d'!-

marquages asso
iés m

!

et m

0

!

.On dé�nit la relation d'équivalen
e entre som-

mets par :

q � q

0

ssi m

!

= m

0

!

Dé�nition 19 (Graphe de 
ouverture) Le graphe de 
ouverture, noté GC(R;m

0

),

est obtenu en quotientant

l'arbre de 
ouverture AC(R;m

0

) par la relation d'équivalen
e �.

Le résultat suivant est immédiat.

Proposition 20 Si (R;m

0

) est borné alors son graphe de 
ouverture et son

graphe d'a

essibilité 
oïn
ident : i.e., GC(R;m

o

) = G(R;m

o

)

Pour le réseau du planteur de bananes (�gure 2), on obtient le graphe de


ouverture représenté �gure 4.

Dans le 
as d'un réseau non borné, le graphe de 
ouverture représente un

sur-ensemble du 
omportement réel asso
ié au réseau. En ne 
onsidérant pas

de marquages terminaux notons LC(R;m

0

) le langage asso
ié au graphe de


ouverture, alors on a : L(R;m

0

) � LC(R;m

0

).

Cette in
lusion est le plus souvent stri
te. Ainsi dans l'exemple, la séquen
e

CU:RE:MA:MA du graphe de 
ouverture n'est pas une séquen
e de fran
his-

sement : le planteur ne peut manger plus de bananes qu'il n'en a 
ueilli.
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~

CH

~

CH + !

~

BA

?

CU

CU

-

?

RE

?

RE

~

TA

~

TA+ !

~

BA

~

Ta+ !

~

BA+ !

~

PE

?

MA

MA

-

?

LE

?

LE

?

LE

~

JA

~

JA+ !

~

BA

~

JA+ !

~

BA+ !

~

PE

?

JE

?

DO

?

DO

?

DO

~

0

!

~

BA

!

~

BA+ !

~

PE

Figure 4: Graphe de 
ouverture du réseau planteur

4.2. Plus 
ourtes séquen
es

Le prin
ipe de 
ette méthode repose sur le résultat suivant : si un marquage

peut être 
ouvert par le réseau, alors il peut l'être par une séquen
e dont

la longueur est bornée par une fon
tion (
al
ulable) de la taille du réseau et

du marquage à 
ouvrir [RAC 78℄. Notons que la borne ne dépend pas du

marquage initial.

L'algorithme 
onsiste alors à 
al
uler la borne et faire une re
her
he non

déterministe parmi les 
hemins de longueur inférieure à 
ette borne.

Nous allons don
 nous 
on
entrer sur l'obtention de la borne. Notons k le

nombre de pla
es du réseau, P = fp

1

; : : : ; p

k

g et n la taille du problème de


ouverture (i.e. de sa représentation). Remarquons que k � n et que toute

valuation d'ar
 et le marquage m




de toute pla
e sont inférieurs ou égaux à 2

n

(représentation binaire d'un entier).

Nous allons raisonner sur des pseudo-séquen
es de fran
hissement, 
'est à

dire telles que la 
ondition de fran
hissabilité n'est que partiellement testée.

Dé�nition 21 Soit s = m

1

:t

1

:m

2

:t

2

: : : t

y�1

:m

y

une suite alternée d'éléments

de ZZ

k

appelés pseudo-marquages et de transitions, soit i un indi
e de pla
e


ompris entre 0 et k :
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� s est une i-séquen
e de fran
hissement si

8x � y�1; m

x+1

= m

x

+C(t

x

) et 8j � i; m

x

(p

j

) � Pr�e(p

j

; t

x

) et m

1

(p

j

) � 0

� s est une i-séquen
e de fran
hissement r-bornée si de plus :

8x � y; 8j � i; m

x

(p

j

) < r

� s est une i-séquen
e de fran
hissement 
ouvrante si de plus :

8j � i; m

y

(p

j

) � m




(p

j

)

Autrement dit, pour une i-séquen
e on ne fait le test de fran
hissabilité que

pour les i premières pla
es mais on 
onsomme et on produit les marques de la

même façon 
e qui 
onduit à des valeurs négatives. De manière similaire, une

i-séquen
e est r-bornée si tous les pseudo-marquages de la séquen
e sont bornés

par r sur les i premières pla
es. En�n une i-séquen
e 
ouvrante ne 
ouvre que

les i premières pla
es. On dira que (R;m) i-
ouvrem




s'il existe une i-séquen
e


ouvrante de marquage initial m.

Sans nous préo

uper de m

0

, appelons lg(i;m) la longueur de la plus 
ourte

i-séquen
e 
ouvrante partant d'un pseudo-marquage m 
omptée en nombre

de pseudo-marquages. Cette quantité n'est dé�nie que pour les m tels que

(R;m) i-
ouvre m




. Appelons f(i) le maximum de lg(i;m) pour tous les m


ouvrants. A priori, f(i) pourrait être in�ni. Nous remarquons que f(k) est

la borne que nous re
her
hons puisque nous avons alors a�aire à de véritables

séquen
es de fran
hissement 
ouvrantes.

Puisque tout (R;m) 0-
ouvre m




par la pseudo-séquen
e réduite à m, f(0)

= 1. Notre obje
tif est de majorer f(i+ 1) en fon
tion de f(i).

Proposition 22

8 0 � i < k; f(i+ 1) � (2

n

:f(i))

i+1

+ f(i)

Preuve

Soit m quel
onque tel que (R;m) (i + 1)-
ouvre m




et soit s une plus 
ourte

(i+ 1)-séquen
e 
ouvrante.

Cas n�1 s est une (i + 1)-séquen
e 2

n

:f(i)-bornée. Pour toute plus 
ourte

i-séquen
e, les pseudo-marquages restreints aux i + 1 premières pla
es

doivent tous être di�érents sinon on pourrait ra

our
ir la séquen
e en

supprimant une sous-séquen
e. Or le nombre de marquages restreints dif-

férents est égal (2

n

:f(i))

i+1


e qui nous donne la majoration re
her
hée.

Cas n�2 s n'est pas une (i+1)-séquen
e 2

n

:f(i)-bornée. Don
 s = s

1

:t:s

2

ave


s

1

qui est 2

n

:f(i)-bornée et s

2

qui 
ommen
e par un pseudo-marquagem

2
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dont l'une des (i+1) premières 
omposantes est au moins égale à 2

n

:f(i).

Sans perte de généralité, on peut supposer qu'il s'agit de p

i+1

. Pour les

mêmes raisons qu'au 
as n�1, la longueur de s

1

est � (2

n

:f(i))

i+1

.

(R;m

2

) i+1-
ouvrem




don
 bien sûr il i-
ouvre aussi m




. Ce qui signi�e

qu'il existe une séquen
e i-
ouvrante s

0

2

de longueur au plus f(i) qui part

de m

2

. Cette séquen
e a au plus f(i)�1 transitions. Le marquage de p

i+1

ne peut don
 dé
roitre de plus de 2

n

:(f(i)� 1) et don
 le marquage �nal

de p

i+1

est � 2

n

� m




(p

i+1

). s

0

2

est don
 une séquen
e (i+ 1)-
ouvrante

et s

1

:t:s

0

2

a la longueur re
her
hée.

}

Par un raisonnement simple sur la relation de ré
uren
e, on obtient que

f(k) � 2

(3n)

k

� 2

2


:n:log(n)

pour une 
onstante 
 indépendante de tous les

paramètres du problème.

Pour re
her
her de manière indéterministe un 
hemin, il su�t de 
onserver

le dernier marquage du 
hemin en 
ours de 
onstru
tion et un 
ompteur de

la longueur. Le marquage ne peut ex
éder 2

2


:n:log(n)

:2

n

jetons dans une pla
e.

Cet algorithme o

upera don
 une pla
e mémoire 2

d:n:log(n)

pour une autre


onstante d.

Par la pro
édure de Savit
h [AHO 74℄, tout algorithme peut être rendu

déterministe à 
ondition de réserver une taille mémoire de l'ordre du 
arré de

la taille mémoire de l'algorithme initial. On obtient don
 un algorithme dans

EXPspa
e.

Le 
ara
tère non borné d'un réseau peut-être résolu d'une façon analogue

(mais plus élaborée) à partir de la 
ara
térisation de la proposition 4. Sa
hant

que 
es deux problèmes sont EXPspa
e-di�
iles [LIP 76℄, nous obtenons :

Théorème 23 (Complexité de la 
ouverture et du 
ara
tère borné)

Le problème de la 
ouverture et 
elui du 
ara
tère borné d'un réseau sont

EXPspa
e-
omplets

Dans [YEN 92℄, 
ette méthode est étendue à un langage de formules portant

sur les séquen
es, pour lequel 
haque fois qu'une formule est satisfaisable, elle

l'est par une séquen
e dont on 
onnait une borne de la longueur. Une appli-


ation de 
ette méthode sera aussi évoquée au premier 
hapitre du deuxième

tome.

4.3. Analyse rétrograde

Le prin
ipe de l'analyse rétrograde 
onsiste à 
onstruire une représentation

�nie de l'ensemble des marquages initiaux qui valident la propriété de 
ouver-
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ture. Il a été employé d'abord dans [ARN 76℄ puis redé
ouvert par [ABD 96℄

et en�n généralisé dans [FIN 98℄.

Dé�nition 24 Soit R un réseau de Petri et m




un marquage,

� Couv(R;m




) est l'ensemble des marquages m tels que (R;m) 
ouvre m




� 8n 2 IN; Couv

n

(R;m




) est l'ensemble des marquages m tels que (R;m)


ouvre m




par une séquen
e de longueur au plus n

Avant de dé
rire l'algorithme, nous rassemblons quelques faits élémentaires.

� Couv(R;m




) = [

n2IN

Couv

n

(R;m




)

� Couv

n

(R;m




) � Couv

n+1

(R;m




)

� Couv

n

(R;m




) est 
los supérieurement : m 2 Couv

n

(R;m




) et m

0

� m

) m

0

2 Couv

n

(R;m




)

Pour un ensemble de marquages E, notons E

"

l'ensemble des marquages

supérieurs ou égaux à un marquage de E. Les ensembles 
los supérieurement

sont 
ara
térisés par la propriété E = E

"

.

Nous désirons obtenir Couv(R;m




) en 
al
ulant par itérations su

essives

les Couv

n

(R;m




). Ce
i né
essite que 
ette suite d'ensembles se stabilise, 
'est

à dire qu'à partir d'un 
ertain rang, tous les ensembles soient égaux et don


égaux à Couv(R;m




).

Lemme 25 Soit fE

n

g

n2IN

une suite d'ensembles de marquages 
los supérieu-

rement et 
roissants ; 
ette suite se stabilise.

Preuve

Dans le 
as 
ontraire, 
haque fois qu'un ensemble n'est pas égal au pré
édent,


e
i signi�e qu'il y a un marquage de 
et ensemble qui n'est supérieur ou égal à

au
un des marquages des ensembles pré
édents. Nous séle
tionnons l'un de 
es

éléments. En itérant le pro
édé, on obtient une suite in�nie de marquages qui

ne sont pas supérieurs ou égaux aux marquages pré
édents de la suite. Mais


e
i 
ontredit le lemme 3. }

Pour obtenir une représentation �nie d'un ensemble 
los supérieurement, il

su�t de prendre les éléments minimaux de 
et ensemble. En e�et, puisqu'ils

sont tous in
omparables, ils ne peuvent être en nombre in�ni 
ar de nouveau


ela 
ontredirait le lemme 3. Appelons Min(E) l'ensemble des éléments mini-

maux de E. Puisque E est 
los supérieurement, E = Min(E)

"


e qui montre

qu'un ensemble 
los supérieurement est déterminé de manière univoque par ses

élements minimaux.

Couv

0

(R;m




) représente l'ensemble des marquages initiaux qui 
ouvrent

m




par une séquen
e de longueur nulle. Autrement dit 
e sont les marquages

supérieurs ou égaux à m




. Don
 Min(Couv

0

(R;m




)) = fm




g.
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Pour parvenir à une méthode e�e
tive, nous devons montrer 
omment 
al-


uler Min(Couv

n+1

(R;m




)) à partir de Min(Couv

n

(R;m




)).

Soit m

0

2 Couv

n+1

(R;m




). Par dé�nition, m

0

permet de 
ouvrirm




par une

séquen
e de longueur au plus n ou égale à n + 1. Dans le premier 
as, m

0

est

supérieur ou égal à l'un des marquages de Min(Couv

n

(R;m




)). Dans le se
ond


as, il permet de fran
hir une transition et d'obtenir un marquage supérieur ou

égal à l'un des marquages de Min(Couv

n

(R;m




)).

Soit m, l'un des marquages de Min(Couv

n

(R;m




)). Un marquage obtenu

par fran
hissement de t qui doit être supérieur ou égal à m est né
essaire-

ment supérieur ou égal à Sup(Post(t);m) et le marquage antérieur au fran-


hissement est supérieur ou égal à Sup(Post(t);m) � C(t). En synthétisant :

Min(Couv

n+1

(R;m




)) =

Min(Min(Couv

n

(R;m




)) [

t2T

[

m2Min(Couv

n

(R;m




))

Sup(Post(t);m)� C(t))

Chaque étape multipliant au plus par jT j+1 le nombre d'éléments minimaux

et 
onnaissant grâ
e à la méthode pré
édente une borne sur le nombre d'étapes

avant la stabilisation, on en déduit que la méthode est primitive ré
ursive.

A priori, la méthode des plus 
ourtes séquen
es semble plus e�
a
e. Cepen-

dant l'intérêt de l'analyse rétrograde sera illustré lors de la présentation des

extensions de réseaux de Petri.

5. Le problème de l'a

essibilité

Le problème de l'a

essibilité 
onsiste à dé
ider si, étant donné un réseau

R et deux marquages m

i

et m

f

, il existe une séquen
e de fran
hissement :

m

i

[�im

f

. L'algorithme de dé
ision de 
e problème a été établi de manière in-

dépendante par E. Mayr [MAY 84℄ et S.R. Kosaraju [KOS 82℄. Il n'est pas

question i
i de reproduire 
ette preuve dont 
ertains aspe
ts sont parti
ulière-

ment te
hniques et à laquelle un livre est dévolu [REU 89℄. Nous dé
rirons le

s
héma de la preuve en développant uniquement son aspe
t 
entral 
'est à dire

la 
ondition su�sante d'a

essibilité.

Tout d'abord, le problème de l'a

essibilité est résolu pour un modèle plus

général que 
elui des réseaux de Petri appelé 
haine de systèmes d'addition de

ve
teurs à états (CSAVE ) et 
e
i pour des raisons liées uniquement à la preuve.

Celle-
i se dé
ompose 
omme suit :

� Une taille est dé�nie pour le problème d'a

essibilité. Cette taille est un

élément d'un ensemble bien fondé (
'est à dire tel qu'il n'existe pas de

suite in�nie de tailles stri
tement dé
roissantes).

� On établit une 
ondition su�sante dé
idable d'a

essibilité à l'aide entre

autres du graphe de 
ouverture.
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� Si la 
ondition n'est pas remplie, on 
onstruit un ensemble �ni (éventuel-

lement vide) de problèmes de plus petite taille tels qu'il existe une

solution au problème initial si et seulement si il existe une solution à l'un

des problèmes réduits.

� Partant du problème initial pour ra
ine, 
e
i nous donne un arbre de

problèmes en prenant 
omme �ls d'un problème, les problèmes réduits.

Si 
et arbre était in�ni, il aurait une bran
he in�nie 
e qui est impossible

en raison du premier point.

� Le problème initial a une solution si et seulement si l'un des feuilles a une

solution (par la 
ondition su�sante). Dans la pratique, on s'arrêtera au

premier problème qui a une solution.

Cette pro
édure appelle quelques 
ommentaires. Puisqu'elle s'appuie sur le

graphe de 
ouverture, elle n'est pas primitive ré
ursive. D'autre part, on sait

seulement que le problème de l'a

essibilité est EXPspa
e-di�
ile [LIP 76℄.

Autrement dit, à l'heure a
tuelle, une question ouverte est de déterminer si 
e

problème est primitif ré
ursif. La rédu
tion du problème en problèmes (plus

petits) de même nature est la 
ause du 
hoix du modèle CSAVE. Comme nous

le verrons plus loin, dans les réseaux de Petri lorsque la 
ondition su�sante

n'est pas remplie, on réduit le problème à des problèmes de nature di�érente.

Le problème de dé
ision d'un grand nombre de propriétés se réduit de ma-

nière dire
te ou indire
te au problème de l'a

essibilité. On prouve ainsi que la

viva
ité [HAC 75℄, la pseudo-viva
ité et la propriété pour un marquage d'être

un état d'a

ueil sont dé
idables [FRU 86, FRU 89℄.

Nous débutons la présentation de la 
ondition su�sante par la pro
édure de

dé
ision d'une 
ondition né
essaire, partie intégrante de la 
ondition su�sante

à venir.

5.1. Une 
ondition né
essaire d'a

essibilité

S'il existe une séquen
e � telle que m

i

[�im

f

alors, d'après l'équation de


hangement d'état, on a : C:

�!

� = m

f

�m

i

. Montrons 
omment dé
ider l'exis-

ten
e d'une solution x 2 IN

T

pour l'équation C:x = b ave
 b 2 ZZ

P

. Dans le


as où jT j = 1, l'équation se résout trivialement. Aussi nous supposerons que

jT j > 1.

Nous appliquons d'abord le 
al
ul des T -�ots. Si au
un T -�ot n'est trouvé,

alors les ve
teurs 
olonnes fC(t)g

t2T

forment une famille linéairement indépen-

dante et il existe au plus une solution dans Q

T

à 
e problème. L'existen
e et le


al
ul de 
ette solution s'e�e
tue par la variante prin
ipale de l'élimination de

Gauss. Si une solution est trouvée, il su�t de véri�er qu'elle appartient à IN

T

.
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Dans l'autre 
as, appelons a le T -�ot trouvé (C:a =

�!

0 ), et notons T

0

=

ft=a(t) > 0g. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que T

0

n'est

pas vide. Supposons qu'il existe une solution x à l'équation telle que 8 t 2

T

0

; x(t) > a(t) alors de manière évidente x � a est aussi une solution. En

itérant 
e pro
édé, on obtient y une solution véri�ant 9 t 2 T

0

t.q. y(t) � a(t).

On peut don
 rempla
er notre équation par une famille d'équations, une par


ouple t 2 T

0

et 0 � i � a(t) où on rempla
e l'in
onnue x(t) par i. L'existen
e

d'une solution pour l'une quel
onque des équations est équivalente à l'existen
e

d'une solution pour l'équation initiale. Cha
une des équations a une in
onnue

de moins. Ainsi par itération, on arrive (dans le pire des 
as), à des équations

à une in
onnue dont la résolution est triviale.

5.2. Une 
ondition su�sante d'a

essibilité

Nous introduisons i
i le réseau inverse

e

R qui remonte le temps du réseau

R. Les pla
es et les transitions de 
e réseau sont identiques et les matri
es de


onditions sont dé�nies par : 8 t 2 T;

g

Pr�e(t) = Post(t) et

g

Post(t) = Pr�e(t)

Il est élémentaire de véri�er que :

8� 2 T

�

m[�i

R

m

0

, m

0

[e�i

e

R

m ,

e

C = �C et

�!

e� =

�!

�

Nous 
her
hons à transformer la 
ondition pré
édente en 
ondition su�sante

d'a

essibilité. Reprenant le vo
abulaire de la se
tion 4.2, nous appellerons

pseudo-marquage un élément de ZZ

P

. Etant donnés deux pseudo-marquages

m;m

0

et une séquen
e de transitions �, nous appellerons pseudo-séquen
e de

fran
hissement (notée m(�im

0

), une séquen
e qui véri�e l'équation de 
hange-

ment d'état m

0

= m+ C:

�!

� .

Nous établissons d'abord un résultat préliminaire qui garantit qu'une pseudo-

séquen
e de fran
hissement est en réalité une séquen
e.

Lemme 26 Soit R un réseau de Petri et m

0

(�im

1

(�im

2

: : :m

k�1

(�im

k

une

pseudo-séquen
e de fran
hissement alors :

m

0

(�im

1

et m

k�1

(�im

k

sont des séquen
es de fran
hissement

, La séquen
e 
omplète est une séquen
e de fran
hissement

Preuve

Seule l'impli
ation de gau
he à droite est à démontrer. Nous partitionnons P en

deux sous-ensembles P

0

= fp 2 P=

�!

p

t

:C:

�!

� � 0g et P" = fp 2 P=

�!

p

t

:C:

�!

� <

0g. La séquen
e � restreinte à P

0

est répétitive pour le réseau R, don
 puisque

m

0

[�i

R

m

1

alors m

0

[�

k

i

R;P

0

m

k

.
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En appliquant les résultats élémentaires qui lient R et

e

R, la séquen
e e� res-

treinte à P" est répétitive 
roissante pour le réseau

e

R. Don
 puisquem

k

[e�i

e

R

m

k�1

alors m

k

[e�

k

i

e

R;P"

m

0


e qui est équivalent à m

0

[�

k

i

R;P"

m

k

.

Sa
hant que P = P

0

[ P", nous obtenons : m

0

[�

k

i

R

m

k

. }

Pour transformer la 
ondition né
essaire en 
ondition su�sante, il faudrait

s'a�ran
hir des 
onditions de fran
hissabilité. Très approximativement, l'idée

générale 
onsiste à faire 
roître le marquage initial par une séquen
e de fran-


hissement (�

k

1

dans la preuve) de telle sorte que la pseudo-séquen
e de fran-


hissement (�

2

) devienne une séquen
e, puis de faire dé
roître le marquage par

une séquen
e (�

k

4

). Cependant avant 
e dernier fran
hissement, il faut préala-

blement annuler les e�ets 
onjugués de la première et de la dernière séquen
e

par une séquen
e intermédiaire (�

k

3

).

Proposition 27 (Condition su�sante d'a

essibilité) Soit R un réseau

de Petri, m

i

et m

f

deux marquages, si :

1. R est 
onsistant

2. 9 v 2 IN

T

t.q. C:v = m

f

�m

i

3.

P

p2P

!:

�!

p appartient aux arbres de 
ouverture AC(R;m

i

) et AC(

e

R;m

f

)

Alors m

f

est a

essible depuis m

i

dans le réseau R.

Preuve

Nous allons 
onstruire par étapes la séquen
e d'a

essibilité.

Tout d'abord la 
ondition 3 se traduit par l'existen
e d'une séquen
e �

1

répétitive 
roissante (pour toutes les pla
es) depuism

i

dans R et d'une séquen
e

f�

4

répétitive 
roissante (pour toutes les pla
es) depuis m

f

dans

e

R.

Puisque R est 
onsistant il existe un ve
teur positif w de support T tel que

C:w = 0. Puisque son support est T , il existe un entier n su�samment grand

tel que w

0

= n:w �

�!

�

1

�

�!

�

4

�

�!

0 . Appelons �

3

une séquen
e quel
onque qui

véri�e

�!

�

3

= w

0

.

Finalement, appelons �

2

une séquen
e quel
onque véri�ant

�!

�

2

= v. Remar-

quons que �

2

est une pseudo-séquen
e de fran
hissement de m

i

à m

f

. Soit

k � 2 un entier tel que le marquage de toutes les pla
es ave
 k jetons rende

fran
hissable :

� la séquen
e �

2

:�

3

dans R

� la séquen
e f�

3

dans

e

R

Nous allons prouver quem

i

[�

k

1

im

1

[�

2

im

2

[�

3

im

3

[�

k�2

3

im

4

[�

3

im

5

[�

k

4

im

f

est bien

une séquen
e de fran
hissement (les marquages intermédiaires sont introduits

pour fa
iliter le raisonnement).
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Cal
ulons d'abord l'in
iden
e de 
ette séquen
e :

C:(k:

�!

�

1

+

�!

�

2

+ k:

�!

�

3

+ k:

�!

�

4

) = C:(v + k:(w

0

+

�!

�

1

+

�!

�

4

))

= C:(v + k:n:w) = C:v = m

f

�m

i

Nous avons don
 a�aire à une pseudo-séquen
e de fran
hissement. Montrons

que les 
onditions de fran
hissabilité sont réunies (nous utilisons impli
itement

à plusieurs reprises les relations entre R et

e

R) :

� par dé�nition de �

1

et �

4

, nous avons m

i

[�

k

1

im

1

et m

5

[�

k

4

im

f

,

� par le 
hoix de k, nous avons m

1

[�

2

im

2

[�

3

im

3

et m

4

[�

3

im

5

,

� 
e qui implique en vertu du lemme pré
édent m

2

[�

3

im

3

[�

k�2

3

im

4

[�

3

im

5

.

}

Examinons, 
omment poursuivre la pro
édure de dé
ision si l'un des points

de la 
ondition su�sante n'est pas remplie. S'il s'agit du point 2 (i.e la 
ondition

né
essaire) alorsm

f

n'est pas a

essible. S'il s'agit du point 3, 
ela signi�e qu'au


ours de l'hypothétique séquen
e de fran
hissement, le marquage de l'une des

pla
es reste bornée par sa plus grande valeur �nie apparaissant sur les deux

arbres de 
ouverture (en fait le minimum de ses plus grandes valeurs �nies

sur 
haque arbre). On rempla
e don
 le problème initial par jP j problèmes

d'a

essibilité ave
 une pla
e devant rester bornée par une valeur 
onnue.

Pour indiquer le traitement de 
as où le réseau n'est pas 
onsistant, nous

introduisons des sous-ensembles parti
uliers de ve
teurs à 
oe�
ients entiers

positifs.

Dé�nition 28 (Ensembles semi-linéaires) Un ensemble linéaire de ve
teurs

entiers positifs E est dé�ni par un ve
teur u et une famille de ve
teurs V =

fv

1

; : : : ; v

m

g :

E = fw=9�

1

; : : : ; �

m

2 IN; t:q: w = u+

P

m

i=1

�

i

:v

i

g

Un ensemble semi-linéaire E de ve
teurs entiers est une union �nie d'en-

sembles linéaires.

Les ensembles semi-linéaires sont des représentations �nies d'ensembles in-

�nis qui possèdent de nombreuses propriétés intéressantes. On peut 
al
uler

l'union et l'interse
tion de deux ensembles ainsi que le 
omplémentaire d'un

ensemble semi-linéaire ; tous 
es ensembles étant eux-mêmes semi-linéaires. On

peut aussi dé
ider si un ve
teur appartient à un ensemble semi-linéaire. Si,

par exemple, l'ensemble d'a

essibilité était toujours un ensemble semi-linéaire


al
ulable de IN

P

alors le problème de l'a

essibilité serait automatiquement

résolu. Malheureusement, les ensembles d'a

essibilité de 
ertains réseaux ne

sont pas semi-linéaires [HOP 79℄ et on peut dé
ider si 
'est le 
as [HAU 90℄.
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Par 
ontre l'ensemble E des solutions de C:x = m

f

�m

i

est un ensemble

semi-linéaire dont la représentation est 
al
ulable (voir par exemple [REU 89℄)

et plus pré
isément égal à fu+

P

�

k

:v

k

=u est une solution minimale de C:x =

m

f

�m

i

, �

k

2 IN et fv

k

g est l'ensemble des solutions minimales de C:x =

�!

0 g ;

toutes 
es solutions minimales étant né
essairement en nombre �ni d'après

le lemme 3. En 
onséquen
e, le réseau n'est pas 
onsistant si et seulement il

existe t tel que v(t) = 0 pour toute solution de C:x =

�!

0 . Autrement dit,

toute séquen
e d'a

essibilité aura pour nombre d'o

uren
es de t, la valeur

u(t) d'une des solutions minimales de C:x = m

f

� m

i

. On rempla
e don
 le

problème d'a

essibilité par un ensemble de problèmes pour lesquels la séquen
e

d'a

essibilité 
omprend un nombre �xé d'o

uren
es d'une 
ertaine transition.

Intuitivement dans les deux transformations, le 
ara
tère in�ni du problème

a été réduit puisque dans un 
as le marquage d'une pla
e est 
ontraint à demeu-

rer borné par une valeur �xée et dans l'autre 
as le nombre d'o

uren
es d'une

transition est �xé. La formalisation de 
et argument 
onduit naturellement au

modèle des CSAVE.

6. Extensions de réseaux de Petri

6.1. Les réseaux à ar
s inhibiteurs

Le pouvoir d'expression des réseaux de Petri est pro
he d'un langage de

programmation travaillant sur des entiers. Il manque 
ependant aux réseaux,

le test d'égalité entre le marquage d'une pla
e et une valeur �xe pour parvenir

à en faire un véritable langage de programmation. C'est à 
ette �n qu'ont été

introduits les réseaux à ar
s inhibiteurs. Dans 
e modèle, les matri
es d'in
i-

den
e sont 
omplétées par une matri
e d'inhibition qui impose que le marquage

d'une pla
e soit stri
tement inférieur à une valeur donnée.

Dé�nition 29 (Réseau de Petri à ar
s inhibiteurs) Un réseau de Petri à

ar
s inhibiteurs est dé�ni par un tuple R = hP; T; Pr�e; Post; Inhi où :

� P est un ensemble �ni de pla
es, T est un ensemble �ni de transitions.

� Pr�e et Post sont les matri
es d'in
iden
e arrière et avant dé�nies dans

IN

P�T

.

� Inh est la matri
e d'inhibition dé�nie dans (IN

!

n 0)

P�T

Dé�nition 30 (Fran
hissement dans les réseaux à ar
s inhibiteurs)

Soit m un marquage d'un réseau de Petri à ar
s inhibiteurs et t une transition :

� t est fran
hissable à partir de m si et seulement si

m � Pr�e(t) et m < Inh(t)
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pa

pb pc

t1

t2

t3

t4

t5

Figure 5: Produit de deux nombres à l'aide d'un réseau à ar
s inhibiteurs

� Le fran
hissement de t à partir de m 
onduit au marquage m

0

dé�ni par :

m

0

= m+ C(t)

Seule la 
ondition de fran
hissabilité est modi�ée. Un ar
 inhibiteur est

représenté par un trait terminé par un petit 
er
le. Les valuations di�érentes

de 1 étiquettent les ar
s et un ar
 valué ! n'est pas représenté (
ar il ne 
ontraint

pas le réseau).

La �gure 5 explique la di�éren
e fondamentale entre les réseaux à ar
s inhi-

biteurs et les réseaux ordinaires. Si on ajoute au réseau représenté a jetons dans

p

a

et b jetons dans p

b

, alors l'unique séquen
e maximale (t

1

:t

b

2

:t

3

:t

b

4

:t

5

)

a


onduit

à un marquage où p





ontient a:b jetons. Si l'on supprime les ar
s inhibiteurs,

il y a plusieurs séquen
es maximales, toutes 
onduisant à un nombre de jetons

dans p




inférieur ou égal à a:b et l'une d'elles véri�ant l'égalité. Autrement dit,

un réseau de Petri est 
apable de 
al
uler faiblement (au sens dé
rit pré
é-

demment) une fon
tion arithmétique 
roissante 
al
ulable tandis qu'un réseau

à ar
s inhibiteurs peut 
al
uler exa
tement toute fon
tion arithmétique 
al
u-

lable. Le réseau de la �gure 2 illustre aussi la di�éren
e de pouvoir d'expression

des deux modèles. Dans 
e réseau (et dans tout réseau de Petri modélisant

les a
tions du planteur), il est impossible d'obliger le planteur à manger toutes

ses bananes avant d'aller au jardin alors que l'ajout d'un seul ar
 inhibiteur

su�t à obtenir 
e 
omportement.

Ce pouvoir d'expression étendu 
onduit inévitablement à l'indé
idabilité de

toutes les propriétés intéressantes (a

essibilité, viva
ité, 
ara
tère borné, 
ou-

verture, terminaison,: : :). En e�et, l'arrêt d'un programme est un problème in-

dé
idable et il n'est pas di�
ile de réduire 
e problème au problème de dé
ision

d'une de 
es propriétés même en présen
e uniquement de deux ar
s inhibiteurs.

Néanmoins, il a été démontré que l'a

essibilité reste dé
idable en présen
e

d'un seul ar
 inhibiteur ou d'une stru
ture d'ar
s inhibiteurs ordonnée par les

pla
es (Inh(p

i

; t) 6= ! et j < i ) Inh(p

j

; t) 6= !), (tous les ar
s en question

étant valués par 1) [REI 95℄.
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6.2. Les réseaux auto-modi�ants

Une autre extension intéressante est de rendre le nombre de jetons à 
onsom-

mer et à produire dépendant du marqauge 
ourant. Dans le modèle initial des

réseaux auto-modi�ants, la valuation d'un ar
 s'exprime 
omme une 
ombi-

naison linéaire du marquage des pla
es plus une 
onstante [VAL 78℄. Dans le

modèle généralisé appelé G-réseaux, la valuation est un polyn�me à 
oe�
ients

positifs sur les pla
es [DUF 98b℄.

Notation

� IN[P ℄ désigne l'ensemble des polyn�mes à 
oe�
ients entiers positifs dont

les variables sont les pla
es.

� Soit m un marquage et Q un polyn�me sur les pla
es, alors Q[m℄ désigne

la valeur du polyn�me lorsque 
haque variable p vaut m(p).

Dé�nition 31 (G-réseau)

Un G-réseau est dé�ni par un tuple R = hP; T; Pr�e; Posti où :

� P est un ensemble �ni de pla
es, T est un ensemble �ni de transitions.

� Pr�e et Post sont les matri
es d'in
iden
e arrière et avant dé�nies dans

IN[P ℄

P�T

.

Dé�nition 32 (Fran
hissement dans les G-réseaux) Soitm un marquage

d'un G-réseau, t une transition :

� t est fran
hissable à partir de m si et seulement si :

m � Pr�e(t)[m℄

� Le fran
hissement de t à partir de m 
onduit au marquage m

0

dé�ni par :

m

0

= m� Pr�e(t)[m℄ + Post(t)[m℄

Sans restri
tion sévère, les G-réseaux simulent fa
ilement les ar
s inhibiteurs

et par 
onséquent les propriétés prin
ipales sont toutes indé
idables. La manière

la plus fa
ile de simuler un ar
 inhibiteur de p vers t est de poser Pr�e(p; t) = 2:p

puisque m(p) � 2:m(p), m(p) = 0.

Cette simulation donne une idée des restri
tions à apporter pour rendre dé
i-

dables 
ertaines propriétés. Nous nous limitons à trois restri
tions et renvoyons

le le
teur à la thèse de C. Dufourd [DUF 98a℄ pour une étude approfondie de

la hiérar
hie des restri
tions.

� Les G-Post-réseaux sont obtenus en exigeant que les valuations des pré-


onditions soient des entiers. D'après la règle de fran
hissement, les deux

assertions du lemme 1 de monotonie restent véri�ées. Ce qui a pour 
onsé-

quen
e de rendre valide la 
onstru
tion de l'arbre de 
ouverture (moyen-

nant quelques pré
autions dans la démonstration). On peut don
 dé
ider

pour 
es réseaux, la 
ouverture, le 
ara
tère borné du réseau, le 
ara
tère

borné d'une pla
e et la terminaison.
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� Les G-post-réseaux ave
 reset sont obtenus en autorisant la valuation d'un

ar
 p vers t à être soit un entier, soit le polyn�me p. Dans 
e dernier 
as,

le fran
hissement de t vide la pla
e p. Pour 
es réseaux, seule la première

assertion du lemme de monotonie reste véri�ée :

8m

1

� m

0

1

m

1

[�im

2

) m

0

1

[�im

0

2

ave
 m

2

� m

0

2

On peut don
 en
ore dé
ider de la terminaison par une 
onstru
tion qui

déte
te les séquen
es répétitives. La 
ouverture est aussi dé
idable mais


ette fois-
i grâ
e à l'analyse rétrograde de la se
tion 4.3 qui ne re-

pose que sur 
ette partie du lemme de monotonie. Un résultat important

et di�
ile est l'indé
idabilité du 
ara
tère borné de 
e type de réseau.

� Les G-post-réseaux ave
 transfert sont des restri
tions des réseaux pré
é-

dents où la présen
e d'un ar
 de p vers t valué par p impose la présen
e

d'un ar
 de t vers une pla
e p

0

valué par p+Q où Q 2 IN

[P ℄

. Autrement

dit, lorsqu'on vide le 
ontenu d'une pla
e, il est transféré dans une autre

pla
e (ave
 éventuellement d'autres jetons). Cette fois-
i, la 
onstru
tion

de l'arbre de 
ouverture permet de dé
ider à l'apparition du premier !

que le réseau est non borné. Il est alors amusant de 
onstater que pour


es réseaux le 
ara
tère borné d'une pla
e est indé
idable. En e�et, on

réduit le problème du 
ara
tère borné d'un réseau ave
 reset au problème

du 
ara
tère borné d'un sous-ensemble de pla
es d'un réseau ave
 trans-

fert par une transformation élémentaire. On ajoute au réseau ave
 reset

une pla
e puits et pour 
haque transition t, un ar
 t vers puits valué par

P

p2P

0

p où P

0

est l'ensemble des pla
es ayant un ar
 de reset vers t. Il

est alors immédiat que le réseau ave
 reset est borné ssi toutes les pla
es

de P n fpuitsg sont bornées dans le nouveau réseau.

Nous terminons en démontrant que l'a

essibilité reste indé
idable moyen-

nant la présen
e :

� d'ar
s en sortie de transition valués par la pla
e de destination que l'on

appelle ar
s doubles (pour une raison évidente)

� d'ar
s de reset

Proposition 33 Le problème de l'a

essibilité dans les réseaux de Petri à ar
s

inhibiteurs est rédu
tible :

� au problème de l'a

essibilité dans les G-réseaux ave
 uniquement des ar
s

ordinaires et doubles

� au problème de l'a

essibilité dans les G-réseaux ave
 uniquement des ar
s

ordinaires et de reset.

Preuve

Pour 
haque pla
e p du réseau à ar
s inhibiteurs, nous ajoutons une pla
e p

+

qui a les mêmes in
iden
es que p. Soit m un marquage du premier réseau, alors

m

+

dans le se
ond réseau est dé�ni par m

+

(p) = m

+

(p

+

) = m(p). Les ar
s

inhibiteurs du premier réseau sont transformés 
omme indiqué dans la �gure 6
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p

tpré

tpost

tinh

p

tpré

tpost

tinh

p+

p+

p

tpré

tpost

tinh

p+

p+

Figure 6: Contr�le du bon fon
tionnement d'un ar
 inhibiteur

à l'aide soit d'un ar
 double, soit d'un ar
 ave
 reset. Nous laissons le soin au

le
teur d'établir que quelque soit la 
onstru
tion :

m

0

est a

essible depuis m dans le premier réseau

, m

0+

est a

essible depuis m

+

dans le se
ond réseau

Indi
ation : p

+


ontient le même nombre de jetons que p si et seulement si

au
une transition ave
 un ar
 inhibiteur issu de p dans le réseau initial n'est

fran
hie dans le réseau transformé alors que p est marqué. }

6.3. Les réseaux ré
ursifs

Un réseau ré
ursif [HAD 99b℄ a la même stru
ture qu'un réseau de Petri

ordinaire, à la di�éren
e près que dans les réseaux ré
ursifs, les transitions sont

partitionnées en deux 
atégories : transitions abstraites et transitions élémen-

taires. De plus, un marquage originel est asso
ié à 
haque transition abstraite

et un ensemble semi-linéaire de marquages terminaux est dé�ni. La sémantique

d'un tel réseau peut être informellement expliquée 
omme suit. Dans un réseau

de Petri ordinaire, un pro
essus joue ave
 les jetons, en fran
hissant une tran-

sition et mettant à jour le marquage 
ourant. Dans un réseau ré
ursif, il y a

un arbre dynamique de pro
essus 
orrespondant à une relation de paternité,


ha
un jouant son propre jeu de jetons. Un pas d'un réseau ré
ursif est alors un

pas d'exé
ution de n'importe lequel des pro
essus. Si le pro
essus fran
hit une

transition élémentaire, il met à jour son marquage 
ourant en utilisant la règle

de fran
hissement élémentaire. Si le pro
essus fran
hit une transition abstraite,

il 
onsomme les jetons des pré-
onditions de la transition et engendre un nou-

veau �ls qui démarre son jeu de jetons ave
 le marquage originel asso
ié à la
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transition. Si le pro
essus a atteint un marquage terminal, il peut se terminer

en tuant toute sa des
endan
e et en produisant dans le marquage de son père,

les jetons des post-
onditions de la transition dont le fran
hissement lui a donné

vie. S'il s'agit du pro
essus ra
ine, on obtient un arbre vide. Nous formalisons


e fon
tionnement dans les dé�nitions qui suivent.

Dé�nition 34 (Réseau de Petri ré
ursif) Un réseau de Petri ré
ursif est

dé�ni par un tuple R = hP; T; Pr�e; Post;
;�i où :

� P est un ensemble �ni de pla
es, T est un ensemble �ni de transitions.

� Une transition de T est soit élémentaire soit abstraite. Les sous-ensembles

des transitions élémentaires et abstraites sont respe
tivement notés par :

T

el

et T

ab

.

� Pr�e et Post sont les matri
es d'in
iden
e arrière et avant dé�nies dans

IN

P�T

.

� 
 est une fon
tion qui asso
ie à 
haque transition abstraite un marquage

ordinaire (i.e. un élément de IN

P

) appelé le marquage originel de t.

� � est un ensemble semi-linéaire e�e
tif de marquages terminaux

Une représentation e�e
tive d'un ensemble semi-linéaire est une représen-

tation qui peut (par un algorithme) être transformée sous la forme de la dé-

�nition 28. Par exemple, une (in)équation linéaire sur les marquages est une

représentation e�e
tive.

Dé�nition 35 (Marquage étendu) Un marquage étendu tr d'un réseau ré-


ursif R est un arbre étiqueté tr = hV;M;E;Ai où :

� V est l'ensemble des noeuds, M est une fon
tion de V ! IN

P

,

� E � V � V est l'ensemble des ar
s et A est une fon
tion de E ! T

ab

.

Un réseau ré
ursif marqué (R; tr

0

) est un réseau ré
ursif asso
ié à un marquage

étendu initial.

Soit v un noeud d'un marquage étendu, pred(v) désigne son père dans l'arbre

(dé�ni si v n'est pas la ra
ine) et Su

(v) l'ensemble de ses su

esseurs dire
ts

et indire
ts (v in
lus). Un pas élémentaire d'un réseau ré
ursif est, soit le fran-


hissement d'une transition, soit la suppression d'un sous-arbre (désigné 
omme

un pas de terminaison et noté par �).

Dé�nition 36 Une transition t est fran
hissable dans un noeud v d'un mar-

quage étendu tr (noté par tr[t; vi) si M(v) � Pr�e(t) et un pas de terminaison

est fran
hissable dans v (noté par tr[�; vi) si M(v) 2 �

Dé�nition 37 Le fran
hissement d'un pas élémentaire fran
hissable t dans un

noeud v d'un marquage étendu tr 
onduit au marquage tr

0

dé�ni selon le type

de t.

� t 2 T

el
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t

p

Υ = {m | m(p     ) > 0}
fautet

p

p

p

t

p

p    + p
répare

init

débute

début

réparation

faute

compte

compteur

init         faute

Figure 7: Un système élémentaire tolérant aux pannes

� V

0

= V , E

0

= E , 8e 2 E;A

0

(e) = A(e), 8v

0

2 V nfvg,M

0

(v

0

) =M(v

0

)

� M

0

(v) =M(v)� Pr�e(t) + Post(t)

� t 2 T

ab

, (v

0

est un nouvel identi�ant absent dans V )

� V

0

= V [fv

0

g , E

0

= E[f(v; v

0

)g, 8e 2 E;A

0

(e) = A(e) , A

0

((v; v

0

)) = t

� 8v" 2 V n fvg;M

0

(v") =M(v"), M

0

(v) =M(v)� Pr�e(p)

� M(v

0

) = 
(t)

� t = �

� V

0

= V n Su

(v) , E

0

= E \ (V

0

� V

0

) , 8e 2 E

0

; A

0

(e) = A(e)

� 8v

0

2 V

0

n fpred(v)g;M

0

(v

0

) =M(v

0

)

� M

0

(pred(v)) =M(pred(v)) + Post(A(pred(v); v))

Si v est la ra
ine de l'arbre, alors le fran
hissement de � 
onduit à l'arbre

vide noté ?.

A première vue, il semble qu'asso
ier le même réseau à toutes les transitions

abstraites soit restri
tif et arti�
iel. En réalité, il est fa
ile de simuler un réseau

ave
 une a
tivation d'un réseau propre à 
haque transition abstraite. Utiliser

un seul réseau simpli�e énormément les notations et fa
ilite les preuves. La

plupart des 
onditions usuelles s'expriment à l'aide d'ensemble semi-linéaires


al
ulables à partir du réseau. Par exemple, on peut dé
rire l'ensemble des

marquages morts, la fran
hissabilité d'une transition, des 
ontraintes sur le

marquage de 
ertaines pla
es,: : : Nous allons maintenant illustrer le pouvoir

d'expression de 
e modèle à l'aide d'une modélisation simple. D'autres exemples

signi�
atifs sont dé
rits dans [HAD 00℄. Une transitions abstraite est �gurée

par un re
tangle à double bordure a

ompagné dans un 
adre de son marquage

originel.

En vue d'analyser des systèmes tolérants aux fautes, l'ingénieur débute ave


une des
ription d'un système nominal puis introduit les 
omportements fautifs

ainsi que les mé
anismes de reprise sur pannes. Le système nominal représenté

enregistre périodiquement une mesure de l'environnement (transition élémen-

taire t


ompte

). Le nombre de mesures est sto
ké dans la pla
e p


ompteur

. Le

système 
omplet est obtenu en ajoutant la partie gau
he de la �gure 7. Le


omportement de 
e réseau ré
ursif est le suivant. Initialement et immédiate-

ment après l'o

uren
e d'une panne, le marquage étendu est réduit à un simple
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noeud. Un jeton dans la pla
e p

r�eparation

indique que le système est en 
ours de

réparation tandis qu'un jeton dans la pla
e p

init

signi�e que le système est prêt.

Quand la transition abstraite t

d�ebute

est fran
hie, le 
omportement 
orre
t du

système est exé
uté par le nouveau pro
essus. La terminaison de 
e pro
essus

représente une o

uren
e de panne. Comme la pla
e p

faute

est toujours mar-

quée dans 
e deuxième noeud et au vu de la dé�nition de �, l'o

uren
e d'une

faute est possible à tout instant. Ave
 l'ajout de quelques pla
es et la modi�
a-

tion de �, nous pourrions modéliser des s
hémas de faute plus 
omplexes (e.g.

des fautes 
onditionnées par l'exé
ution de logi
iel).

L'état du réseau est, soit un état ave
 un simple noeud, soit un état ave


un noeud et une feuille. Cependant le nombre de marquages a

essibles dans


ette feuille est in�ni. Ce qui signi�e que l'état de panne peut être atteint par

une in�nité d'états. Cette modélisation est impossible à l'aide d'un réseau

de Petri 
ar un état ne peut être atteint que par au plus jT j transitions. Les

réseaux auto-modi�ants o�rent aussi 
ette possibilité mais tel n'est pas le 
as

des réseaux à ar
s inhibiteurs.

Contrairement aux autres extensions, les deux propriétés importantes dé
i-

dables des réseaux de Petri le sont aussi pour les réseaux ré
ursifs : l'a

essibilité

et le 
ara
tère borné [HAD 99a℄.

7. Langages de réseaux de Petri

L'introdu
tion d'extensions de réseaux a pour but d'augmenter le pouvoir

d'expression du réseau tout en préservant la dé
idabilité d'un 
ertain nombre

de propriétés. Les familles de langages engendrés par les réseaux sont justement

l'un des moyens de 
erner 
e pouvoir d'expression. Initialement, les langages

formels ont été étudiés du point de vue des grammaires qui les engendraient

[HOP 69℄. Rappelons brièvement qu'une grammaire repose sur des symboles

non terminaux (dont un symbole initial) et terminaux (les lettres de l'alpha-

bet). Une grammaire est 
onstituée de règles de transformation fS

1

: : : : :S

m

!

T

1

: : : : :T

n

}. Pour 
omposer un mot du langage, on démarre ave
 le symbole

initial et on applique l'une quel
onque des règles de transformation à une par-

tie du mot 
ourant jusqu'à 
e qu'on obtienne un mot 
omposé uniquement de

symboles terminaux.

Selon la stru
ture des grammaires, on dé�nit des familles de langage et on

étudie des problèmes tels que :

� l'appartenan
e d'un mot au langage,

� l'existen
e d'au moins un mot du langage,

� la 
l�ture d'une famille de langages par des opérations 
omme l'union,

l'interse
tion et le passage au 
omplémentaire.



Dé
idabilité et 
omplexité de problèmes de réseaux de Petri 33

Cha
un de 
es problèmes a une interprétation en termes de 
omportement de

systèmes modélisés par exemple par des réseaux de Petri. L'appartenan
e d'un

mot au langage, permet de tester si des séquen
es de 
omportement attendues

sont réalisables. L'existen
e d'au moins un mot du langage permet ave
 un


hoix judi
ieux de marquages terminaux de tester l'existen
e d'(au moins) une

séquen
e fautive. La 
l�ture d'une famille par une opération o�re la possibilité

au 
on
epteur de 
onstruire des systèmes de manière modulaire à partir de

spé
i�
ations dé�nies à l'aide de 
es opérations. Par exemple, l'interse
tion de

langages traduit le plus souvent une 
omposition syn
hronisée de sous-systèmes.

Classiquement, on distingue quatre familles de langages stri
tement in
luses

les unes dans les autres. Les langages réguliers sont engendrés par des gram-

maires dont les règles sont de la forme (S ! �, S ! a:T , S ! a) ave
 S,T

non terminaux et a terminal. Les langages algébriques sont engendrés par des

grammaires dont les règles sont de la forme (S ! T

1

: : : : :T

n

) ave
 n éventuelle-

ment nul. Les langages à 
ontexte sont engendrés par des grammaires dont les

règles sont de la forme (S

init

! �, S

1

: : : : :S

m

! T

1

: : : : :T

n

) ave
 n � m et où

S

init

est le symbole initial. En�n les langages de type 0 n'ont pas de restri
tion

sur les règles de grammaire.

Exemple 1 Grammaire régulière et algébrique

La grammaire régulière 
i-dessous dénote le 
omportement d'un pro
essus

engageant une a
tion jusqu'à 
e qu'elle soit 
ouronnée de su

ès :

S ! essai:T , T ! �e
he
:S , T ! su

�es

Le langage asso
ié L est dé�ni par :

L = fessai:(�e
he
:essai)

n

:su

�esg

n2IN


e que l'on note de manière abrégée

L = essai:(�e
he
:essai)

�

:su

�es

La grammaire algébrique 
i-dessous engendre le langage L

0

des mots palin-

dromes sur l'alphabet � = fa; bg, L

0

= f� 2 �

�

j e� = �g

S ! � , S ! a , S ! b , S ! a:S:a , S ! b:S:b

On peut dé
ider de l'appartenan
e d'un mot pour les trois premières familles

de langage et 
e problème est indé
idable pour les langages de type 0. On

peut dé
ider de l'existen
e d'au moins un mot pour les langages réguliers et

algébriques mais 
e problème devient indé
idable pour les langages à 
ontexte.

En�n les langages réguliers sont 
los par les opérations usuelles alors que, par

exemple, l'interse
tion de deux langages algébriques n'est pas né
essairement

un langage algébrique [AUT 87℄.

La théorie des langages de réseaux de Petri 
onsiste à étudier le même

type de problèmes et à situer les langages de réseaux de Petri par rapport aux

familles traditionnelles [PET 81℄. Par sou
i de lisibilité, nous rappelons i
i la

dé�nition d'un langage de réseau de Petri. Puis nous indiquons les prin
ipaux

résultats obtenus.
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t1 (λ)

R1

m0
(1)

R2

m0
(2)

t2 (λ)

Term = Term1 ∪ Term2

Figure 8: Constru
tion d'un réseau pour l'union des langages

t2 (λ)

P1

Term = "Term1 + Term2"

T1

t1. t'1 (a)

t'2 (λ)

P2
T2

t'1 (a)

P1
P2

t2 (λ)

t'2 (λ)t3. t'1 (a)

t1 (a)

t3 (a)

Figure 9: Constru
tion d'un réseau pour l'interse
tion des langages

Dé�nition 38 (Langage d'un réseau) Soit (R;m

0

) un réseau de Petri, soit

� un alphabet et l une fon
tion d'étiquetage de T dans �[ � (le mot vide). La

fon
tion d'étiquetage s'étend aux séquen
es par l(�) = � et l(�:t) = l(�):l(t).

Soit Term un ensemble �ni de marquages terminaux. Le langage du réseau noté

L(R;m

0

; l; T erm) est dé�ni par :

L(R;m

0

; l; T erm) = fw 2 �

�

= 9� 2 T

�

; 9m

f

2 Term; m

0

[�im

f

et w = l(�)g

Proposition 39 (Cl�ture de la famille des langages de RdP) Les langages

de réseaux de Petri sont 
los par union et interse
tion.
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Preuve

La 
onstru
tion du réseau qui re
onnait l'union des langages est représentée

sur la �gure 8. On reproduit les réseaux (supposés disjoints) sans marquage.

On ajoute aux deux réseaux une pla
e initialement marquée entrée de deux

nouvelles transitions étiquetées par le mot vide fran
hissables initialement et

dont les sorties sont respe
tivement les marquages initiaux des deux réseaux.

L'ensemble des marquages terminaux est l'union des ensembles des marquages

terminaux des deux réseaux. Ainsi 
e réseau 
hoisit de manière indéterministe

d'�a
tiver� l'un des deux réseaux qui produira l'un des mots de son langage.

La 
onstru
tion du réseau qui re
onnait l'interse
tion des langages est repré-

sentée sur la �gure 9. On reproduit les pla
es (supposés disjointes) des deux

réseaux ave
 leur marquage initial. Pour 
haque 
ouple de transitions (une par

réseau) étiquetées par la même lettre, on 
rée une transition de même étiquette

dont les in
iden
es sont les sommes des in
iden
es de 
ha
une des transitions.

Les transitions étiquetées par le mot vide sont reproduites sans 
hangement.

Un marquage terminal est la somme d'un marquage terminal du premier ré-

seau et d'un marquage terminal du deuxième réseau. Ainsi un mot est re
onnu

simultanément dans les deux réseaux, 
ar 
haque lettre est produite par le fran-


hissement simultané des deux transitions du 
ouple. Les transitions étiquetées

par le mot vide doivent pouvoir être fran
hies indépendamment a�n d'engen-

drer toutes les sous-séquen
es originelles de 
ha
un des réseaux qui produisent

le mot vide. }

Proposition 40 (Analyse d'un langage de RdP) L'appartenan
e d'un mot

au langage d'un réseau de Petri et l'existen
e d'au moins un mot du langage

d'un réseau de Petri sont dé
idables.

Preuve

L'existen
e d'un mot au langage se réduit à véri�er si l'un des marquages ter-

minaux est a

essible. Pour véri�er si un mot appartient au langage d'un réseau

de Petri, il su�t de 
onstruire un deuxième réseau qui re
onnait uniquement


e mot, puis le réseau qui re
onnait l'interse
tion des deux réseaux et véri�er

que son langage n'est pas vide. }

Proposition 41 (Situation de la famille des langages de RdP) Les lan-

gages des réseaux de Petri 
ontiennent les langages réguliers et sont in
ompa-

rables ave
 les langages algébriques [JAN 79℄.

Preuve

Pour simuler une grammaire régulière par un réseau de Petri, il su�t d'asso
ier

à 
haque symbole non terminal une pla
e et à 
haque règle de produ
tion
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t1 (essai)

t2 (échec)

t3 (succès)
S T

Figure 10: Simulation d'une grammaire régulière

une transition étiquetée par le symbole terminal et dont la pré
ondition est

le symbole du membre gau
he de la règle et la post
ondition est symbole non

terminal du membre droit de la règle s'il existe. La pla
e du symbole initial


ontient un jeton et le marquage terminal est le marquage nul. Une tradu
tion

de la grammaire donnée dans l'exemple 1 est montrée sur la �gure 10.

Pour 
e qui est de l'in
omparabilité ave
 les langages algébriques, d'une part le

langage du réseau de la �gure 2 (le planteur de bananes) dont le marquage �nal

est le marquage nul (fa

n

:b

n

:


n

jn � 0g) n'est pas un langage algébrique (en

vertu du lemme d'Ogden [AUT 87℄). D'autre part, on démontre que le langage

des palindromes n'est pas un langage de réseau de Petri. }

Proposition 42 (Situation d'un langage) Etant donné un langage de ré-

seau de Petri,

� Si la fon
tion d'étiquetage est l'identité et tout marquage est un mar-

quage terminal, on peut dé
ider de son appartenan
e aux langages régu-

liers [VAL 81℄ et aux langages algébriques [SCH 92℄.

� Si de plus un ensemble de marquages terminaux est spé
i�é, alors l'ap-

partenan
e aux langages réguliers reste dé
idable [LAM 92℄.

Du point de vue de la position des réseaux de Petri par rapport à la hiérar-


hie usuelle des langages, le modèle des réseaux de Petri ré
ursifs 
onstitue une

sorte d'uni�
ation des modèles des réseaux de Petri et des grammaires algé-

briques. En e�et, la famille des langages des réseaux ré
ursifs 
ontient stri
te-

ment l'union des langages de réseaux de Petri et des langages algébriques et

à l'instar de 
es familles on peut dé
ider l'appartenan
e d'un mot au langage

et l'existen
e d'au moins un mot du langage d'un réseau ré
ursif. Cependant


ontrairement aux deux familles pré
édentes, l'interse
tion d'un langage de ré-

seau ré
ursif ave
 un langage régulier n'est pas né
essairement un langage de

réseau ré
ursif. Ce dernier point a des 
onséquen
es qui seront dis
utées au pre-

mier 
hapitre du deuxième tome dans le 
adre de la véri�
ation de propriétés

spé
i�ques.
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