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1. Introdu
tion

Le modèle des réseaux de Petri bien formés permet de maîtriser la 
om-

plexité des systèmes durant les phases de 
on
eption, de véri�
ation et d'évalua-

tion. Une de ses méthodes de véri�
ation, la 
onstru
tion du graphe symbolique

a de nombreuses appli
ations [DIA 01℄. Il fournit entre autres une représenta-

tion très 
ondensée de l'espa
e d'états et dispose d'algorithmes de dé
ision de


ertaines propriétés standard des réseaux de Petri.

Pour d'autres propriétés, on ne peut véri�er sur 
e graphe que des 
ondi-

tions su�santes ou né
essaires (e.g. la viva
ité). Or le modélisateur souhaite

le plus souvent tester des propriétés spé
i�ques de son système. Ces propriétés

sont exprimées à l'aide d'un langage de formules 
omme 
eux des di�érentes

logiques temporelles [EME 90℄. Dans 
e 
as, la 
onstru
tion du graphe sym-

bolique n'est d'au
un se
ours. Il s'agit don
 i
i de présenter une extension de


ette méthode appli
able aux formules de logique temporelle.

Quelques travaux ont déjà porté sur l'exploitation de la symétrie pour dimi-

nuer la 
omplexité de la véri�
ation. Ces travaux s'appliquent à des systèmes

symétriques d'un pouvoir d'expression plus restreint que 
elui des réseaux bien

formés. Mais 
omme nous allons maintenant le détailler, leur véritable limite se

situe dans la prise en 
ompte de la symétrie des formules de logique temporelle.
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2 Réseaux de Petri

Nous nous restreindrons i
i à la logique temporelle linéaire dont nous rap-

pelons brièvement l'algorithme usuel de véri�
ation (voir le premier 
hapitre

ou en
ore [GER 93℄) :

� La négation de la formule est traduite en automate de Bü
hi.

� On 
onstruit le produit syn
hronisé de l'automate et du graphe d'état du

modèle (produit des états et des transitions 
ompatibles).

� On re
her
he dans 
e produit un 
hemin qui se termine par une bou
le


omprenant un état asso
ié à un des états de su

ès de l'automate de

Bü
hi. Nous appellerons un tel 
hemin, 
hemin d'invalidation.

La formule est valide si et seulement si un tel 
hemin n'existe pas. Bien que

la taille de l'automate de Bü
hi soit exponentiellement plus grande que 
elle

de la formule, 
ette taille reste très minime en regard du nombre d'états du

sytème. Par 
onséquent dans la pratique, 
e dernier paramètre 
onditionne la


omplexité de la véri�
ation.

Dans une première appro
he [CLA 96℄, on restreint les propositions ato-

miques du langage à des propositions symétriques. Par exemple, des formules

telles que �Dans un état futur tous les pro
essus seront au repos� ou �Si un

quel
onque des pro
essus attend la ressour
e alors un quel
onque des pro
essus

l'obtiendra� sont des formules symétriques. Pour de telles formules, on sub-

stitue au graphe d'etat un graphe quotient du modèle (équivalent au graphe

symbolique) et on applique de manière in
hangée le reste de l'algorithme. Cette

méthode s'applique dire
tement au réseaux bien formés à l'aide du graphe sym-

bolique. Malheureusement de nombreuses formules intéressantes ne sont pas

symétriques au sens de 
ette dé�nition. Par exemple une formule d'équité telle

que �Si un quel
onque des pro
essus attend la ressour
e alors 
e pro
essus l'ob-

tiendra� n'est pas symétrique.

La deuxième appro
he [EME 96℄ dé�nit des automates de Bü
hi symé-

triques. A partir de 
et automate et du modèle, on 
onstruit dire
tement un

produit syn
hronisé quotient pour lequel l'existen
e des 
hemins d'invalidation

est équivalente à l'existen
e d'un tel 
hemin dans le produit syn
hronisé initial.

Les formules symétriques de la méthode pré
édente engendrent des automates

symétriques et d'autres formules dont la formule d'équité dé
rite pré
édemment

deviennent symétriques.

Malheureusement 
ette nouvelle méthode ne 
ouvre pas le 
as de formules

partiellement symétriques qui sont 
onsidérées 
omme asymétriques. Tel est

le 
as par exemple de : �Si un quel
onque des pro
essus attend la ressour
e

et si dans un futur au
un pro
essus d'identité supérieure ne demande plus la

ressour
e alors 
e pro
essus l'obtiendra�. Aussi les auteurs de 
e 
hapitre (ave


K. Ajami) [AJA 98℄ ont introduit une méthode reposant sur une dé�nition du

graphe quotient du produit syn
hronisé plus �ne que la pré
édente :

� On détermine des relations d'équivalen
e entre états de l'automate de

Bü
hi pour 
haque élément du groupe des �symétries� du modèle telles
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que deux états sont équivalents si ils induisent le même présent et futur

à l'a
tion de 
ette symétrie près.

� Le graphe quotient est 
onstruit en mettant en relation des 
ouples (état

du modèle, état de l'automate) à partir des relations d'équivalen
e de

l'étape pré
édente.

Dans le 
as d'un automate symétrique, on obtient le même graphe quotient

mais la méthode permet de réduire la 
omplexité de la véri�
ation pour des

automates partiellement symétriques. Autrement dit, 
ette méthode généralise

les deux pré
édentes. Remarquant que les relations d'équivalen
e de l'automate

sont parfois en nombre exponentiel, on se limite dans la pratique à un sous-

ensemble de relations de taille polynomiale qui produit un graphe quotient plus

large. Cependant le temps de 
al
ul global est souvent plus faible que si l'on

avait déterminé toutes les relations d'équivalen
e.

Des 
as pratiques de modélisation mettent en éviden
e que 
ette troisième

méthode (et don
 aussi les deux autres) reste impuissante à réduire la 
om-

plexité de la véri�
ation dans un 
as relativement fréquent pour les formules

asymétriques : les propositions de la plupart des états de l'automate de Bü
hi

possèdent des symétries mais l'automate est globalement asymétrique (i.e. les

relations d'équivalen
e entre états sont presque toutes réduites à l'identité).

Dans la se
tion suivante, nous dé
rivons le prin
ipe d'une méthode qui ex-

ploite uniquement les symétries des propositions atomiques de 
haque

état de l'automate indépendamment de la stru
ture de graphe de 
et

automate [HAD 00℄. Puis dans la troisième se
tion, nous l'illustrons sur un

exemple de réseau de Petri bien formé. On y montre à la fois 
omment l'adap-

tation de la 
onstru
tion du graphe symbolique fournit une réalisation e�
a
e

de la méthode et 
omment l'asymétrie du modèle se traite de façon analogue.

Ce point est d'ailleurs très important 
ar dans la pratique les modèles sont très

souvent partiellement symétriques.

En�n dans la se
tion �nale, nous dis
utons de la possibilité de 
ombiner les

deux dernières méthodes ainsi que d'y asso
ier des améliorations proposées par

d'autres 
her
heurs [EME 99℄.

2. Prin
ipes de la méthode

2.1. Véri�
ation de stru
tures de Kripke

A�n de présenter la méthode dans toute sa généralité, nous nous plaçons au

niveau sémantique 
'est à dire au niveau de la stru
ture de Kripke engendrée

par le modèle syntaxique quelqu'il soit. Nous rappelons i
i 
ertaines dé�nitions
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du 
hapitre 1 en les parti
ularisant pour rendre possible l'appli
ation de 
ette

te
hnique de véri�
ation.

Dé�nition 1 Une stru
ture de Kripke (�nie) SK = hAP; S;!; �i est dé�nie

par :

� AP est un ensemble de propositions atomiques

� S est un ensemble (�ni) d'états

� S

0

, le sous-ensemble des états initiaux

� ! est une relation binaire � S � S

� � : S ! 2

AP

est une fon
tion inje
tive qui asso
ie à 
haque état s, �(s)

l'ensemble des propositions atomiques véri�ées en s.

L'inje
tivité de la fon
tion � signi�e qu'un état est entièrement 
ara
térisé

par la valeur des propositions atomiques. Les stru
tures issues des modèles les

plus répandus véri�ent toutes 
ette 
ontrainte. D'autre part, AP est 
los par

négation : si P est une proposition atomique alorsNOT P est une proposition

atomique (ave
 la simpli�
ation NOT NOT P � P ). De plus, nous 
onsidé-

rons systématiquement que 
es stru
tures sont initialisées. Nous nous fo
alisons

sur la véri�
ation de formules sur les états d'où l'absen
e d'information sur les

ar
s. La démar
he s'adapterait sans di�
ulté aux formules sur les événements

(i.e. les stru
tures de Kripke étiquetées). Le résultat �nal de la méthode (pro-

position 9) est valable pour les stru
tures in�nies à bran
hement �ni (i.e. tels

que le nombre d'états initiaux soit �ni et que 
haque état ait un nombre �ni

de su

esseurs).

Dé�nition 2 Une stru
ture de Kripke SK = hAP; S;!; �i est dite à bran
he-

ment �ni ssi :

� S

0

, le sous-ensemble des états initiaux est �ni

� 8s 2 S, fs

0

js! s

0

g est un ensemble �ni. Autrement dit, 
haque état a un

nombre �ni de su

esseurs.

Une formule de logique temporelle linéaire peut être spé
i�ée à l'aide du

langage LTL [PNU 77℄ ou du �-
al
ul [KOZ 83℄. Cependant lors de la phase

de véri�
ation, 
ette formule est le plus souvent traduite en automate de Bü-


hi [VAR 96℄ (ou une des nombreuses variantes possibles).

Dé�nition 3 Un automate de Bü
hi B = hAP;Q;Q

0

;!; F; �i est dé�ni par :

� AP un ensemble �ni de propositions atomiques

� Q un ensemble �ni d'états tels que pour q 2 Q, �(q) � AP désigne les

propositions de l'état q

� Q

0

� Q le sous-ensemble des états initiaux

� ! est le relation de su

ession � Q�Q

� F � Q un sous-ensemble d'états de su

ès



Symétries et logique temporelle 5

Rappelons su

in
tement la notion de satisfa
tion d'une formule (spé
i�ée

par un automate) par une séquen
e in�nie de la stru
ture de Kripke. Les sé-

quen
es in�nies de la stru
ture fs

i

g

i=0::1

ave
 s

0

2 S

0

qui satisfont la formule


ara
térisée par l'automate de Bü
hi doivent être asso
iées à un 
hemin in�ni

dans l'automate fq

i

g

i=0::1

ave
 q

0

2 Q

0

. De plus les propriétés atomiques re-

quises pour l'état q

i

doivent être présentes dans l'état s

i

: �(q

i

) � �(s

i

). En�n

le 
hemin de l'automate doit ren
ontrer une in�nité de fois le sous-ensemble F .

Ce
i nous 
onduit au 
on
ept 
lef de produit syn
hronisé.

Dé�nition 4 Soit SK une stru
ture de Kripke et B un automate de Bü
hi, le

produit syn
hronisé de SK et B est un graphe Gr(SK;B) = (V; V

0

;!) dé�ni

par :

� V = f(s; q) j �(q) � �(s)g, l'ensemble des noeuds

� V

0

= f(s; q) 2V j s 2 S

0

^ q 2 Q

0

g, l'ensemble des états initiaux

� !� V � V , la relation de su

ession entre noeuds est telle que (s; q) !

(s

0

; q

0

) ssi s! s

0

et q ! q

0

Comme indiqué au 
hapitre 1, le prin
ipe de véri�
ation 
onsiste à traduire

la négation de la formule en automate de Bü
hi et de re
her
her une séquen
e

de la stru
ture a

eptée par un 
hemin de l'automate de Bü
hi.

Dé�nition 5 Soit SK une stru
ture de Kripke et B un automate de Bü
hi, B

est satisfaisable par SK ssi il existe un 
hemin in�ni dans le produit syn
hronisé

Gr(SK;B) partant d'un noeud initial et ren
ontrant une in�nité de fois le sous-

ensemble de noeuds f(s; q) j q 2 Fg

Si la stru
ture est �nie, 
ela revient à trouver un 
hemin élémentaire se

terminant par un état déjà ren
ontré tel qu'entre 
es deux o

uren
es, on ren-


ontre un état dont la deuxième 
omposante est un état de su

ès. De nom-

breuses te
hniques ont été élaborées pour une re
her
he e�
a
e de l'existen
e

d'un tel 
hemin. Elles sont bien entendu appli
ables au graphe quotient que

nous allons dé�nir dans la se
tion 2.3.

2.2. Stru
tures de Kripke symétriques

Pour dé�nir les symétries d'une stru
ture, nous nous intéressons aux propo-

sitions atomiques qui 
ara
térisent les états. A�n d'illustrer de manière 
on
rète


e qui suit, nous nous référerons à un réseau de Petri bien formé [DIA 01℄ 
onsti-

tué d'une 
lasse de 
ouleurs C = fu; v; w; xg qui n'est pas dé
omposée en sous-


lasses statiques. Nous 
ommençons par rappeler quelques notions élémentaires

sur les groupes [LAN 77℄.
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Dé�nition 6 Soit G un groupe, d'élément neutre id et dont l'opération est

notée (�).

� Soit E un ensemble, une a
tion de G sur E est une fon
tion de G � E

vers E telle que l'image de (g; e), notée par g:e, véri�e :

8e 2 E id:e = e 8g; g

0

2 G (g � g

0

):e = g:(g

0

:e)

� Le (sous-)groupe d'isotropie d'un élément e est dé�ni par :

G

e

= fg j g:e = eg

� Soit H un sous-groupe de G, l'orbite de e sous l'a
tion de H, notée H:e,

est dé�nie par :

fg:e j g 2 Hg

� Cette a
tion s'etend naturellement aux parties de E par :

g:E

0

= fg:e j e 2 E

0

g

Supposons que E soit l'ensemble des propositions atomiques du réseau, alors

une proposition [p(u) = 1℄ signi�e que la pla
e p 
ontient exa
tement un jeton

de 
ouleur u et éventuellement des jetons de 
ouleurs di�érentes. Si G est le

groupe des permutations de C et si g est la permutation qui inverse u et v alors

g:[p(u) = 1℄ = [p(v) = 1℄. Soit f[p(u) = 1℄; [p(v) = 1℄g un sous-ensemble de pro-

positions atomiques, alors le groupe d'isotropie de 
e sous-ensemble est le sous-

groupe des permutations qui laissent globalement invariant le sous-ensemble

fu; vg.

Nous sommes en mesure de 
ara
tériser une stru
ture de Kripke symétrique.

Dé�nition 7 Soit SK une stru
ture de Kripke et G un groupe qui agit sur

AP , SK est symétrique (par rapport à G) ssi :

� Tout état a un �symétrique� par rapport à un élément quel
onque de G :

8s 2 S;8g 2 G; 9s

0

2 S; �(s

0

) = g:�(s)

On étend l'a
tion du groupe aux états en notant par g:s l'unique s

0

de la

formule pré
édente.

� L'ensemble des états initiaux est invariant sous l'a
tion de G : G:S

0

= S

0

.

� La relation de su

ession est une 
ongruen
e pour l'a
tion de G :

8s; s

0

2 S; 8g 2 G s! s

0

, g:s! g:s

0

En se reportant à [DIA 01℄, le le
teur pourra véri�er que 
es 
onditions sont

véri�ées pour un réseau de Petri bien formé et son groupe de permutations

admissibles.
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2.3. Véri�
ation de stru
ture de Kripke symétriques

Soit q un état de l'automate de Bü
hi B, le sous-groupe d'isotropie de

l'ensemble des propriétés atomiques de q, G

�(q)

sera plus simplement noté G

q

bien que nous ne dé�nissions pas d'a
tion de G sur les états de l'automate.

Remarquons que le 
ardinal du sous-groupe G

q

est fortement lié au degré de

symétrie de l'ensemble des propriétés atomiques de q indépendamment de la

stru
ture de l'automate de Bü
hi.

Plaçons-nous dans le 
ontexte du réseau de Petri bien formé pour étudier

les di�érentes situations. Si 
e sous-groupe est égal au groupe G, l'état est en-

tièrement symétrique, 
omme pour l'ensemble f[p(u) = 1℄; [p(v) = 1℄; [p(w) =

1℄; [p(x) = 1℄g. Si par 
ontre 
e sous-groupe est réduit à fidg, l'état est 
om-

plètement asymétrique 
omme pour l'ensemble f[p(u) = 1℄; [p(v) = 2℄; [p(w) =

3℄; [p(x) = 4℄g. Dans la plupart des 
as, 
e sous-groupe est non trivial (i.e. dif-

férent de fidg et de G). Plus généralement dans un réseau de Petri bien formé,

le groupe d'isotropie d'un état de l'automate est donné de manière impli
ite

par une partition de l'ensemble de 
ouleurs telle que 
e groupe est exa
tement

le sous-groupe des permutations qui laisse globalement invariant 
haque sous-

ensemble de la partition. Pour f[p(u) = 1℄; [p(v) = 1℄g, la partition est donnée

par ffu; vg; fw; xgg. On appelle 
ette partition, la partition lo
ale de l'état.

Notre obje
tif est la 
onstru
tion d'un produit syn
hronisé quotient noté

GRQ(SK;B) sur lequel on e�e
tuera la re
her
he du 
hemin invalidant.

Dans 
ette stru
ture quotient, 
haque noeud est de la forme (H;O; q) où

H est un sous-groupe de G, O � S et q 2 Q. De plus, les deux 
ontraintes

suivantes doivent être satisfaites :

(C1) 8s 2 O, �(q) � �(s)

(C2) H:O = O

L'idée intuitive est que 
e noeud fa
torise l'ensemble des noeuds du produit

syn
hronisé f(s; q)g

s2O

. On dira dans la suite que (s; q) est représenté par

(H;O; q). Comme nous allons le voir, H est utilisé dans la dé�nition de la

relation de su

ession.

Illustrons 
ette notion de noeud symbolique sur un réseau de Petri bien

formé. Par exemple,H sera impli
itement dé�ni par la partition ffug; fvg; fw; xgg

et O sera simplement un marquage symbolique (noté dans la suite du para-

graphe bm) asso
ié à la 
lasse C temporairement dé
omposée en sous-
lasses sta-

tiques 
orrespondant à la partition. Dans notre exemple, les trois sous-
lasses

statiques sont fug, fvg et fw; xg. On remarquera que 
ette partition lo
ale

d'une 
lasse de 
ouleurs est analogue au dé
oupage en sous-
lasses statiques

à 
e
i près qu'elle est lo
ale à l'état du produit syn
hronisé quotient. Aussi
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nous appellerons les éléments d'une partition lo
ale de 
ouleurs : sous 
lasses-

statiques lo
ales.

La 
onstru
tion démarre ave
 l'ensemble des noeuds initiaux de la forme :

(G

q

0

; G

q

0

:s

0

; q

0

) ave
 s

0

2 S

0

, q

0

2 Q

0

et �(q

0

) � �(s

0

). Remarquons que la


ondition C1 est satisfaite en raison de la dé�nition de G

q

0

et que la 
ondition

C2 dé
oule immédiatement du fait que G

q

0

est un groupe.

Il nous su�t maintenant de dé�nir la relation su

esseur. (H

1

; O

1

; q

1

) admet

(H

2

; O

2

; q

2

) pour su

esseur, 
e qu'on note (H

1

; O

1

; q

1

)! (H

2

; O

2

; q

2

) ssi :

q

1

! q

2

et 9s

1

2 O

1

, 9s

2

2 S ave
 s

1

! s

2

et �(q

2

) � �(s

2

)

Dans 
es 
onditions, O

2

et H

2

sont dé�nis par :

O

2

= (H

1

\G

q

2

):s

2

et H

2

� G

O

2

Cette règle laisse une 
ertaine liberté dans le 
hoix du sous-groupe H

2

.

Ce 
hoix dépendra du modèle syntaxique et de la représentation d'un noeud

symbolique. Idéalement on 
her
he à maximiser H

2

, i.e. H

2

= G

O

2

. Dans le

pire des 
as, on prendra H

2

= H

1

\G

q

2

.

En appliquant 
e
i au réseau de Petri bien formé, en présen
e d'un ar


q

1

! q

2

de l'automate on tentera de générer un su

esseur à (H

1

; O

1

; q

1

) en

plusieurs étapes :

� On ra�ne la partition statique du marquage symbolique bm

1

en prenant


elle induite par H

1

\G

q

2


e qui revient à 
onsidérer que la nouvelle par-

tition est 
onstituée d'interse
tions d'un ensemble de la partition asso
ié

au marquage symbolique et d'un ensemble de la partition lo
ale asso
iée

à q

2

.

� On e�e
tue un fran
hissement symbolique (pour une transition arbitraire)

et on véri�e que le marquage symbolique obtenu bm

2

satisfait les propo-

sitions atomiques �(q

2

). Ce
i peut se faire au niveau symbolique puisque

la partition a été su�samment ra�née.

� Toute paire de sous-
lasses statiques réduites à une unique sous-
lasse

dynamique D

1

= fZ

1

g, D

2

= fZ

2

g telles que bm

2

(Z

1

) = bm

2

(Z

2

) est

transformée en un unique sous-
lasse statique. Ce
i revient à étendre le

sous-groupe des permutations à partir de H

1

\ G

q

2

en laissant invariant

l'ensemble O

2

des marquages ordinaires asso
ié au marquage symbolique.

Il est relativement immédiat que 
ette 
onstru
tion 
orrespond à la relation

su

esseur dé�nie dans le 
as général.

Le lemme qui suit et la proposition 9 démontrent la validité de 
ette 
onstru
-

tion.

Lemme 8 Soient SK une stru
ture de Kripke symétrique et B un automate

de Bü
hi, soient Gr(SK;B) le produit syn
hronisé et GRQ(SK;B) le produit

syn
hronisé quotient alors :
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� Tout les états de Gr(SK;B) représentés par un état de GRQ(SK;B)

atteint par un prédé
esseur, sont atteignables par un état de Gr(SK;B)

représenté par 
e prédé
esseur :

(H

1

; O

1

; q

1

)! (H

2

; O

2

; q

2

)) 8s

2

2 O

2

; 9s

1

2 O

1

; (s

1

; q

1

)! (s

2

; q

2

)

� Un 
hemin (éventuellement in�ni) de Gr(SK;B) fournit un 
hemin (éven-

tuellement in�ni) dans GRQ(SK;B) :

(s

0

; q

0

)! (s

1

; q

1

)! : : :! (s

n

; q

n

)! : : :

) 9(H

0

; O

0

; q

0

)! (H

1

; O

1

; q

1

)! : : :! (H

n

; O

n

; q

n

)! : : :

ave
 8i, s

i

2 O

i

.

Preuve

Démontrons la première a�rmation. Appelons s

�

1

2 O

1

et s

�

2

2 O

2

les deux

états qui justi�ent l'existen
e de l'ar
 dans le produit syn
hronisé symbolique.

On a s

�

1

! s

�

2

et �(q

2

) � �(s

�

2

). Soit maintenant s

2

un état quel
onque de O

2

.

Par dé�nition de O

2

, il existe un g 2 H

1

\ G

q

2

tel que s

2

= g:s

�

2

. Puisque

g 2 G

q

2

, �(q

2

) = g:�(q

2

) � g:�(s

�

2

) = �(s

2

). Posons maintenant s

1

= g:s

�

1

.

Puisque g 2 H

1

, on a s

1

2 O

1

. Puisque ! est une 
ongruen
e, s

�

1

! s

�

2

) s

1

=

g:s

�

1

! g:s

�

2

= s

2

. Ce qui a
hève la démonstration.

Démontrons la deuxième a�rmation par ré
urren
e sur la longueur de la

séquen
e (
e
i s'applique évidemment à une séquen
e in�nie). Soit (s

0

; q

0

) 2

GR(SK;B), alors �(q

0

) � �(s

0

), s

0

2 S

0

et q

0

2 Q

0

. Don
 (G

q

0

; G

q

0

:s

0

; q

0

) 2

GRQ(SK;B). Supposons le 
hemin 
onstruit pour les n premiers noeuds. On

a s

n

2 O

n

, s

n

! s

n+1

, �(q

n+1

) � �(s

n+1

) et q

n

! q

n+1

. En vertu de la dé-

�nition de la relation de su

ession dans la stru
ture quotient, 9H

n+1

tel que

(H

n

; O

n

; q

n

) ! (H

n+1

; (H

n

\G

q

n+1

):s

n+1

; q

n+1

). Ce qui a
hève la démonstra-

tion. }

On remarquera que le premier point de 
e lemme n'est plus vrai si on rem-

pla
e prédé
esseur par su

esseur. D'où la restri
tion qui suit (toujours véri�ée

pour les sytèmes �nis) dans la proposition �nale.

Proposition 9 Pour une stru
ture de Kripke symétrique à bran
hement �ni,

il existe un 
hemin invalidant dans le produit syn
hronisé ssi il existe un 
hemin

invalidant dans le produit syn
hronisé quotient.

Preuve

Supposons qu'il existe un 
hemin invalidant dans le produit syn
hronisé, alors

la deuxième a�rmation du lemme pré
édent produit un 
hemin dans le pro-

duit syn
hronisé quotient dont la deuxième 
omposante (un 
hemin dans l'au-

tomate) ren
ontre une in�nité d'o

uren
es d'états de su

ès. C'est don
 un


hemin invalidant.
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Supposons qu'il existe un 
hemin invalidant dans le produit syn
hronisé

quotient, (H

0

; O

0

; q

0

)! (H

1

; O

1

; q

1

)! : : :! (H

n

; O

n

; q

n

)! : : :. On 
onstruit

alors un arbre dont les noeuds (ex
epté la ra
ine) sont des noeuds du produit

syn
hronisé ordinaire. Appelons ? la ra
ine (i.e. l'unique noeud de hauteur 0).

Les noeuds de hauteur n > 0 sont exa
tement les noeuds f(s

n�1

; q

n�1

)g ave


s

n�1

2 O

n�1

. Si n > 0, on 
hoisit pour père à un noeud (s

n

; q

n

), l'un quel
onque

des noeuds (s

n�1

; q

n�1

) asso
iés à la première a�rmation du lemme pré
édent

lorsqu'on l'applique à (H

n�1

; O

n�1

; q

n�1

) ! (H

n

; O

n

; q

n

) et à s

n

. Le père des

noeuds f(s

0

; q

0

)g est évidemment ?. Puisque la stru
ture est à bran
hement

�ni et que l'automate est �ni, le produit syn
hronisé est à bran
hement �ni.

Don
 
et arbre in�ni est de degré �ni. En vertu de lemme de Koening (voir le


hapitre 4 de [DIA 01℄), on peut en extraire un 
hemin in�ni. Le su�xe, obtenu

en supprimant le premier noeud, est un 
hemin invalidant dans le produit

syn
hronisé. }

3. Déroulement de la méthode

Nous allons maintenant détailler la méthode sur un réseau de Petri bien

formé issu de la modélisation d'un algorithme réparti.

3.1. Présentation du modèle

3.1.1. Des
ription informelle de l'algorithme

Cet algorithme a pour obje
tif la réalisation d'un servi
e de rendez-vous bi-

point symétrique utilisable par une appli
ation répartie sur plusieurs sites [BAG 89℄.

L'interfa
e entre le servi
e et l'appli
ation est une primitive 
omprenant 
omme

unique paramètre un ensemble de sites. Un appel à 
ette primitive signi�e que

l'appli
ation désire un rendez-vous ave
 l'un quel
onque des sites 
hoisi dans


et ensemble. Pour qu'un rendez-vous puisse avoir lieu entre deux sites, il est

né
essaire que 
ha
un d'entre eux ait appelé 
ette primitive et que le site par-

tenaire soit in
lus dans l'ensemble spé
i�é. Cet algorithme s'exé
ute dans un

environnement réseau asyn
hrone et �able. Cependant les 
anaux de 
ommu-

ni
ation ne sont pas supposés respe
ter la dis
ipline FIFO.

A titre d'exemple, on pourra imaginer une appli
ation 
lient-serveur 
om-

prenant plusieurs serveurs redondants assurant le même servi
e qui n'a

eptent

les requêtes des 
lients que si 
elles-
i proviennent de sites prédéterminés. Dans


e 
as, un 
lient désirant e�e
tuer une requête demandera un rendez-vous ave


l'un quel
onque des serveurs et un serveur exé
utera une bou
le indé�nie où
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{s3,s2}

{s1} {s3}

s
1

s
2

s
3

dem

dem

dem

rej

Figure 1. Un premier exemple de rendez-vous


haque tour de bou
le débute par un appel à 
ette primitive en spé
i�ant les

sites autorisés et se poursuit par le traitement de la requête du site dont l'in-

dentité est renvoyée par le servi
e.

I
i nous ne nous intéressons qu'à la prise de rendez-vous et non à l'é
hange

de données qui suit le rendez-vous. En e�et, 
ette deuxième phase ne présente

pas de di�
ultés algorithmiques.

Nous présentons le fon
tionnement de l'algorithme à l'aide d'exemples. Lors-

qu'une appli
ation désire un rendez-vous, la 
ou
he servi
e envoie su

essive-

ment une demande (par un message dem) à 
haque site jusqu'à 
e qu'il ait

reçu une réponse favorable (par un message a
k). Une réponse défavorable se

traduit par l'envoi d'un message rej.

Dans le premier exemple représenté en �gure 1, les trois sites ont à peu près

simultanément appelé la primitive de rendez-vous ; s

1

désire un rendez-vous

ave
 s

2

ou s

3

, s

3

désire un rendez-vous ave
 s

1

et s

2

désire un rendez-vous ave


s

3

. Chaque site envoie alors une demande. Dans le 
as de s

1

, il y a un 
hoix

indéterministe de s

3


omme premier site à 
onta
ter.

A la ré
eption de la demande de s

2

, s

3

répond défavorablement puisque s

2

ne

fait pas partie des sites qui l'intéressent a
tuellement. Quand s

1

et s

3

reçoivent

leur demande respe
tive, ils n'ont i
i pas besoin d'a
quitter la demande et

s'engagent immédiatement dans l'é
hange de données. Le site s

2

reste pour

l'instant bloqué 
ar il a épuisé l'ensemble des 
andidats possibles. Il ne se

débloquera que lors d'une ré
eption d'une demande ultérieure du site s

3

.

Le deuxième exemple représenté sur la �gure 2 dé
rit une situation symé-

trique où 
ha
un des trois sites désire 
ommuniquer ave
 les deux autres. Dans


ette exé
ution, le 
hoix indéterministe d'un 
andidat 
onduit le servi
e de s

1

à

envoyer une demande de rendez-vous à s

2

tandis que 
elui-
i envoie sa demande

à s

3

, 
e dernier envoyant sa demande à s

1

. A la ré
eption d'une demande, 
ha-


un des trois sites se trouve devant un dilemne. Le rendez-vous proposé 
onvient

au site mais il a envoyé lui-même une demande à un troisième site. Deux at-
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{s2,s3}

{s1,s2} {s3,s1}

s
1

s
2s

3

dem dem

dem

s
1

s
2s

3

rej

rej

s
1

s
2s

3

ack

Figure 2. Exemple de 
omportement asymétrique

titudes sont possibles (nous les dé
rivons pour le site s

2

à la ré
eption de la

demande de s

1

) :

Comportement 1 Comme s

2

est �engagé� par sa demande à s

3

, il rejette la

demande du site s

1

. Si tous les sites adoptent 
ette attitude, s

1

et s

3

rejettent

aussi les demandes reçues. La situation peut se reproduire ave
 le se
ond 
andi-

dat possible de 
haque site. Dans 
e 
as, au
un rendez-vous n'est obtenu alors

que plusieurs sont possibles.

Comportement 2 De manière opportuniste, s

2

attend une réponse de s

3

pour rendre sa réponse à s

1

: si s

3

rejette sa requête il a

epte 
elle de s

1

sinon il la rejette. Dans tous les 
as de �gure, il semble assuré d'un rendez-

vous. Malheureusement si les autres sites font de même, tous restent bloqués

en attente d'une réponse. On a a�aire i
i à un interblo
age de 
ommuni
ation.

On se trouve 
onfronté à l'un des paradoxes de l'algorithmique répartie.

Pour simpli�er la 
on
eption de tels algorithme, on re
her
he la symétrie mais

les solutions 
omplètement symétriques ne garantissent pas la progression de

l'algorithme. Il faut introduire à faible dose l'asymétrie.

La manière la plus usuelle de le faire 
onsiste à développer un 
ode identique

qui 
onduit à un 
omportement asymétrique en raison 
e qui distingue 
haque

site, 
'est à dire leur identité. I
i si l'identité de l'émetteur d'une demande reçue

est supérieure à 
elle du ré
epteur alors que 
elui-
i attend une réponse à sa

propre demande, le site 
hoisira de retarder sa réponse. Dans le 
as 
ontraire, il

rejettera la demande. Cependant, il s'autorisera à réémettre une demande vers

le site rejeté, si par hasard la réponse attendue était un rejet.

En appelant At

i

la proposition qui indique qu'un site i attend une réponse

et Ret

i;j

la proposition qui indique qu'un site i retarde sa réponse à une de-

mande d'un site j, Le 
omportement que nous venons de dé
rire garantit la

propriété suivante :

V

i

(At

i

)

V

j<i

Ret

i;j

)
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<x>

Appel En Cours

Attente

Succès

Potentiel

Jeton
[Pr,Pr]

Repos
[Pr] [Pr] [Pr]

[Pr,Pr]

[Pr,Pr]

fin

Vide_P

session prêt

demande

remplit

reçoit-retard

reçoit-échec_1

reçoit-échec_2

reçoit-succès

succès

succès-retard

rejet-retard

rejet

reçoit-échec_3

<x> <x> <x,y>

<x>

<x,y>

<x,y>

<x>

<x,y><x,y>

<x>

<x>

<x,z>

<x,z>

<x,z>

<x>

<x,z>

<x,y>

<x,y>

<x,y>

<x,y>

<x,z>

<x,z>

<x,y>

[x <> y]

<x,z>

<x,S>

<S>

<x,y>

<x,y>

Pr][Pr,

<x,S>

<x,y>

<x,y>Vide_J

<x,z>

<x,z>

Figure 3. Modèle du proto
ole des sites (ex
epté la gestion des retards)

Ainsi sur le deuxième exemple, s

1

retarde sa réponse tandis que s

3

(res-

pe
tivement s

2

) rejette la demande de s

2

(respe
tivement s

1

). Une fois reçu le

rejet de s

2

, s

1

peut répondre favorablement à s

3

et un rendez-vous est pris.

Dans le paragraphe qui suit, nous allons spé
i�er formellement 
et algo-

rithme à l'aide d'un réseau de Petri bien formé.

3.1.2. Modélisation du 
omportement symétrique de l'algorithme

Notre modélisation se déroule en deux étapes : nous spé
i�ons un 
omporte-

ment symétrique de l'algorithme par un réseau bien-formé puis nous interdisons

les séquen
es qui ne respe
tent pas la propriété introduite au paragraphe pré-


édent à l'aide d'un automate de 
ontr�le que nous présenterons dans la se
tion

suivante.

L'ensemble des sites de l'appli
ation répartie est dé
rit par une 
lasse de


ouleurs I = 1::N où N est le nombre de sites. Cette 
lasse ne 
omporte pas de

sous-
lasses statiques. La deuxième 
lasse de 
ouleurs représentant les types de

messages est 
onstituée de trois sous-
lasses statiques réduites à un élément :

a pour un a
quittement, r pour un rejet et d pour une demande. Les domaines
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<r,x,z>

Message
[Ms,Pr,Pr]

[Pr,Pr]

demande

reçoit-retard

reçoit-échec_1

reçoit-échec_2

reçoit-succès

succès

succès-retard

rejet-retard

rejet

reçoit-échec_3

<d,z,x>

<x,S>

<x,w>
<d,z,x>

<d,z,x>

<r,x,z>
<d,z,x>

<r,y,x>

<r,x,w>

<d,x,y>

<x,z>

<x,S>

<x,w>

<r,x,z>

<m,y,x>

<x,w>

<x,S>

<r,y,x>

<m,y,x>

<a,x,w>
<d,z,x>

Retardé

[m<> r]

[m <> r]

[z <> y]

[z <> y]

[z <> y]

[z <> y]

Figure 4. Modèle de gestion des messages et des retards de réponse

des pla
es et des transitions sont des produits 
artésiens d'o

uren
es de 
es

deux 
lasses.

A�n de rendre le réseau bien-formé 
ompréhensible, nous le 
onsidérons


omme ontenu par une fusion sur les transitions des sous-réseaux des �gures 3

et 4.

Les pla
es Repos, Appel, En Cours, Attente et Su

�es représentent l'évo-

lution du proto
ole du point de vue de 
haque site.

� Une marque de 
ouleur hxi dans la pla
e Repos signi�e que le site s

x

est

au repos.

� Une marque de 
ouleur hxi dans la pla
e Appel signi�e que le servi
e de

rendez-vous du site s

x

est requis.

� Le �dépla
ement� de 
ette marque vers la pla
e En Cours indique le

début d'une session de re
her
he de rendez-vous pour 
e site.

� La pla
e Attente est marquée par un jeton de 
ouleur hx; yi, pour indiquer

que s

x

a émis une demande de rendez-vous vers un site s

y

.

� En�n, un jeton de 
ouleur hx; yi marque la pla
e Su

�es lorsque le site

s

x

a obtenu un rendez-vous ave
 le site s

y

.

Les trois pla
es suivantes 
orrespondent aux variables de 
ontr�le de 
haque

site. Les deux premières apparaissent sur la �gure 3 et la troisième sur la

�gure 4.

� La pla
e Jeton modélise les autorisations d'envoi de demande d'un site

vers un autre. Un jeton de 
ouleur hx; yi dans 
ette pla
e indique que le
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site s

x

a le droit d'envoyer une demande vers le site s

y

.

� La pla
e Potentiel modélise pour 
haque site s

x

, l'ensemble des sites

parmi lesquels s

x

désire 
hoisir un partenaire pour un rendez-vous. Un

jeton de 
ouleur hx; yi signi�e que s

y

appartient à l'ensemble des sites

spé
i�és par l'appli
ation du site s

x

pour la demande 
ourante de rendez-

vous.

� La pla
e Retard�e est marquée par un jeton de 
ouleur hx;wi pour indiquer

que le site s

x

retarde sa réponse au site s

w

.

En�n la pla
e Message (présente sur la �gure 4) représente les messages en

transit suivant le format htype de message; sour
e; destinatairei.

Initialement, tous les sites sont aux repos. Aussi le marquage initial se réduit

à la fon
tion 
onstante hS

I

i (i.e. une somme de jetons, un par 
ouleur de I)

marquant la pla
e Repos. Par sou
i de simpli�
ation, on a omis sur la �gure

l'indi
e de S

I

.

Nous dé
rivons maintenant le r�le des transitions de 
e réseau.

Le mé
anisme de spé
i�
ation de l'ensemble des sites partenaires possibles

d'un rendez-vous se fait au moyen de la transition remplit. Lorsqu'un site

s

x

se trouve dans l'état Appel, 
ette transition permet d'ajouter une marque

hx; yi simultanément aux pla
es Potentiel et Jeton. Les ar
s de �remplissage"

vers 
es pla
es sont en fait des doubles ar
s de même valuation (ar
 sortant

standard et ar
 entrant de type inhibiteur), de façon à éviter la produ
tion de

doublons. Une fois la transition prêt fran
hie, l'ensemble des sites ave
 lesquels

le site s

x

désire avoir un rendez-vous est ��gé� dans la se
onde 
omposante des

marques hx; yi 
ontenues dans Potentiel. La transition demande 
orrespond à

l'émission d'une demande de rendez-vous vers l'un des sites possibles à 
ondition

de disposer d'une autorisation de demande (qui sera 
onsommée) dans la pla
e

Jeton. Cette transition produit une marque de la pla
eMessage 
orrespondant

au message de demande (�gure 4). L'état du site demandeur devient Attente

(dans la deuxième 
omposante du jeton produit se trouve le site dont on attend

la réponse).

A la ré
eption d'une demande, quatre 
omportements sont possibles : un

retard de réponse, l'absen
e de réponse si les demandes se sont 
roisées, l'envoi

d'un a
quittement et l'envoi d'un rejet. Nous dé
rivons les di�érents 
as 
i-

dessous.

La transition re
oit-retard modélise le fait que la réponse à une demande

d'un site s

z

est retardée si le site s

x

est dans l'état Attente de réponse d'un

autre site s

y

, que s

z

est un 
andidat possible pour s

x

et que s

x

n'a pas retardé

d'autre site. On remarquera que la 
ondition asymétrique [z > x℄ imposée dans

l'algorithme n'est pas représentée sur le réseau. Notons que la garde [z <> y℄

ex
lut de traiter par 
ette transition les demandes 
roisées. Ce
i est aussi valable

pour les transitions re
oit-�e
he
_i pour i de 1 à 3.
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Les trois transitions suivantes 
orrespondent à la ré
eption d'une demande

qui fait évoluer le ré
epteur vers l'état Su

�es.

� Si l'état du ré
epteur est En Cours et que la demande provient d'un


andidat possible alors la transition re
oit-su

�es est fran
hie.

� Si le ré
epteur s

x

attend une réponse de s

y

et reçoit une demande de 
elui-


i, il passe à l'état Su

�es. Autrement dit, les demandes se sont 
roisées et

la demande vaut pour un a
quittement. Deux transitions su

�es et su

�es-

retard 
orrespondent à 
e 
as. La se
onde se distingue de la première par

l'existen
e d'un site demandeur dont la réponse avait été retardée, 
e qui

produit un message de rejet vers 
e site. Comme 
es deux transitions sont

a
tivables aussi bien par la ré
eption d'une demande que par 
elle d'un

a
quittement, le type du message est une variable u qui est 
ontrainte par

la garde [u 6= r℄ (i.e. le type de message a

epté est u 2 fd; ag).

Les trois transitions suivantes modélisent di�érents 
as d'émission d'un mes-

sage de rejet, lors de la ré
eption d'une demande de rendez-vous par un site en

Attente.

� La transition re
oit-�e
he
_1 indique que le site demandeur ne fait pas

partie des sites désirés par le ré
epteur (voir l'ar
 inhibiteur de 
ette

transition issu de la pla
e Potentiel).

� La transition re
oit-�e
he
_2 modélise le fait qu'une demande d'un site

s

z

est rejetée par s

x

si le site s

x

attend une réponse d'un troisième site

bien que s

z

soit un 
andidat possible pour s

x

. Cette transition ne doit

être fran
hie que si [z < x℄ autrement dit si la transition re
oit-retard

est infran
hissable. Nous garantissons 
e
i en introduisant une priorité

de fran
hissement entre 
es deux transitions. De plus 
ette transition est

la seule qui fournit au ré
epteur après la phase d'appel une autorisation

d'émettre une demande vers le site dont il rejette la demande. Sans 
ette

nouvelle autorisation deux sites pourraient désirer un rendez-vous mutuel

alors que leur autorisation respe
tive aurait déjà été utilisée.

� La transition re
oit-�e
he
_3 est fran
hie dans le 
as où le ré
epteur, en

attente d'une réponse, a déjà retardé un autre 
andidat.

Les ré
eptions d'a
quittement sont traitées par les mêmes transitions que


elles asso
iées aux ré
eptions d'une demande 
roisée. Il nous reste don
 à


onsidérer les ré
eptions d'un rejet.

� La transition rejet-retard 
orrespond à la ré
eption d'un message de rejet

en provenan
e du 
andidat potentiel alors que la réponse à un autre site

avait été retardée. Ce dernier obtient alors le RDV et est prévenu par

l'émission d'un message d'a
quittement.

� La transition rejet modélise le fait que la ré
eption d'un rejet en prove-

nan
e du site 
andidat 
onduit à un retour à l'état En Cours, au 
as où

il n'y aurait pas eu de réponse retardée.
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Avant toute nouvelle session de RDV pour un site, il 
onvient pour 
e site de

ré-initialiser les autorisations non utilisées et l'ensemble des 
andidats possibles

de la session 
ourante. Le �nettoyage� des pla
es Potentiel et Jeton est opéré

pour toute 
ouleur hxi qui marque la pla
e Su

�es, par des fran
hissements

de transitions vide

P

et vide

J

respe
tivement. Une fois 
es deux pla
es vidées

de jetons dont la première 
omposante est x, la transition fin devient fran-


hissable pour la 
ouleur hxi, 
e qui dépla
e 
ette 
ouleur vers la pla
e Repos.

Rappelons que de nouvelles marques seront produites pour 
es pla
es au début

de la pro
haine session (voir la pla
e Appel).

Nous pouvons fa
ilement donner une borne inférieure de la 
omplexité de


e modèle mesurée en nombre d'états. On remarque que dans un état donné,

les pla
es Jeton et Potentiel peuvent (ou non) 
ontenir une marque hx; yi

pour deux 
ouleurs distin
tes de I . Autrement dit, le nombre de marquages

distin
ts est d'au moins 2

N �(N�1)

. Une analyse du 
ontenu possible des autres

pla
es montre que 
e fa
teur est prépondérant dans la 
omplexité de l'espa
e

d'a

essibilité.

Aussi on pourrait envisager de réduire la 
omplexité du réseau, en limitant

arbitrairement les di�érentes possibilités de marquage de la pla
e Potentiel.

Par exemple, 
haque site désirerait 
ommuniquer ave
 tous les autres à 
haque

session de rendez-vous. Cependant il faudrait en
ore démontrer l'équivalen
e

entre la validité d'une propriété pour le modèle réduit et 
ette même validité

pour le modèle initial. De plus, il n'est pas évident que la rédu
tion soit signi-

�
ative, 
ar la pla
e Jeton aurait en
ore un nombre de marquages possibles du

même ordre de grandeur.

Comme nous l'avons indiqué, la modélisation de l'algorithme induit un sur-

ensemble du 
omportement de l'algorithme 
ar nous n'avons pas spé
i�é la


ondition [z > x℄ pour le fran
hissement de la transition re
oit-retard. Aussi

dans la se
tion qui suit nous introduisons un automate de 
ontr�le asymétrique

qui sera syn
hronisé ave
 le réseau bien formé. Rappelons qu'alors la 
ondition

manquante [z < x℄ sur le fran
hissement re
oit-�e
he
_2 sera respe
tée gra
e

au mé
anisme des priorités entre transitions.

3.1.3. Restri
tion des 
omportements de l'algorithme

Nous allons éliminer les séquen
es in
orre
tes du réseau de Petri bien formé

en interdisant la situation où un site en attente retarde un site d'identité infé-

rieure.

Il y a 
orrespondan
e bi-univoque entre un état de l'automate représenté

sur la �gure 5 et un sous-ensemble A de sites en attente. Autrement dit, le

nombre d'états de 
et automate est de 2

N


e qui reste relativement petit en
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∧  i∈Α    ( At i  ∧ j < i Reti,j )

∧  i∉Α    At i

cA

Α\ {k}

…

A1 = A \  A(1)

…

Ι = Α ∪  Α avec

cA

Α2 = Α \ A(2)

… Αk = Α\ A(k)

cA cA cA

Αk+1 = Α ∪ A(1)
… Αn =Α ∪ A(n-k)

|A| = k et |A| = n-k

avec k∈ Aavec k∈ A
Α ∪ {k}

1 k k+1 n

j∈Α

∧  i∈Α 1
   ( At i  ∧ j<i Reti,j )

∧  i∈Α 1
   At i

∧  i∈Α κ  ( At i  ∧ j < i Reti,j )

∧  i∈Α κ
   At i

∧  i∈Α k+1
 ( At i  ∧ j < i Reti,j )

∧  i∈Α k+1
   At i

∧  i∈Α n   ( At i  ∧ j < i Reti,j )

∧  i∈Α n   At i

 j∈Α 1
 j∈Α 2 j∈Α κ+1 j∈Α n

Figure 5. Automate de 
ontr�le des asymétries

regard de la taille du graphe d'a

essibilité (voir le paragraphe pré
édent).

Les propositions atomiques de 
et automate sont At

i

qui est véri�ée si une

marque hii est présente dans la pla
e Attente et Ret

i;j

qui est véri�ée si une

marque hi; ji est présente dans la pla
eRetard�e. Les transitions de 
et automate


orrespondent à l'entrée d'un site en attente ou sa sortie.

Dans l'état 
orrespondant au sous-ensemble A, la partition lo
ale est dé�nie


omme suit : 
haque 
ouleur de A 
orrespond à une sous-
lasse statique lo
ale

tandis que A tout entier est une sous-
lasse statique lo
ale. Ainsi, moins il y a

de sites en attente, plus l'état de l'automate est symétrique.

3.2. Spé
i�
ation de la propriété à véri�er

Nous illustrons la méthode sur la formule d'équité suivante : au
un site s

i

ne

peut rester indé�niment bloqué en attente d'un rendez-vous alors qu'in�niment

souvent des appels au servi
e de rendez-vous par des partenaires possibles de s

i

in
luent s

i


omme partenaire possible.

Comme dé
rit au premier 
hapitre, nous devons utiliser l'automate de Bü
hi


orrespondant à la négation de 
ette formule. Cependant nous ne désirons pas

prendre en 
ompte toutes les séquen
es in�nies de notre modélisation. En e�et

dans le réseau bien formé, rien n'empê
he deux sites de prendre une in�nité

de rendez-vous alors que deux autres sites pourraient avoir un rendez-vous de

manière indépendante. Autrement dit, le réseau de Petri autorise des séquen
es

où un site ne progresse pas dans son proto
ole alors qu'il n'est pas en attente

d'un message.

L'automate de Bü
hi doit don
 re
onnaitre les séquen
es d'exé
ution équi-

tables où un site s

i

reste indé�niment bloqué en attente d'un rendez-vous alors
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True

i,j∈ I

Bi,j  ∧ Coj ∧ Poj,i

Bi,j

Bi,j

Bi,j ∧ Rej

b0

b1

b2

b4

b3

Figure 6. Automate de Bü
hi de f

qu'in�niment souvent des appels au servi
e de rendez-vous par des partenaires

possibles de s

i

in
luent s

i


omme partenaire possible. Dans 
e 
as, puisque le

nombre de sites est �ni, on peut trouver une formulation équivalente qui est

la suivante : l'automate de Bü
hi doit re
onnaitre les séquen
es d'exé
ution

équitables où un site s

i

reste indé�niment bloqué en attente d'un rendez-vous

alors qu'in�niment souvent des appels au servi
e de rendez-vous par un autre

site s

j

partenaire possible de s

i

in
luent s

i


omme partenaire possible.

La spé
i�
ation de la formule f s'exprime 
omme suit :

f = _

i2I

_

j 6=i

[F G B

i;j

^G F (Co

j

^ Po

j;i

) ^G F Re

j

℄

La proposition atomique B

i;j

est véri�ée si une marque hii est présente dans

la pla
e En 
ours et une marque hi; ji est présente dans la pla
e Potentiel. La

proposition atomique Co

j

est véri�ée si une marque hji est présente dans la

pla
e En 
ours. La proposition atomique Po

j;i

est véri�ée si une marque hj; ii

est présente dans la pla
e Potentiel. La proposition atomique Re

j

est véri�ée

si une marque hji est présente dans la pla
e Repos.

Aussi in�niment souvent le site s

j

désirera des rendez-vous in
luant s

i


omme partenaire possible et obtiendra un rendez-vous mais ave
 un autre

site que s

i

(puisque 
elui-
i est indé�niment dans En 
ours).

L'automate de Bü
hi de 
ette formule est partiellement représenté par la

�gure 6. Par mesure de 
larté, une seule des bran
hes (i; j) a été expli
itée. La

taille de l'automate est don
 d'ordre quadratique. I
i, la stru
ture de l'automate
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Application

Application

Application
Site 1

RV({2})

Site 2

RV({ 1,3})

Site 3

RV({2})

dem dem
dem

rej

J=∅

R={3}

RV({2}) RV({ 1,3})

dem
dem

J={2}

Application

Application

J={2}

J=∅

J=∅

J={1,3} J={2}

J={3}

J={1,3}

J={3}

R=∅

Figure 7. Une exé
ution fautive

est déduite immédiatement de la formule à invalider. Dans le premier état, on

attend le blo
age d'un site qui intervient dans le deuxième état. Une fois 
et

état atteint, on alterne l'o

uren
e des états où l'on a soit Co

j

^ Po

j;i

soit

Re

j

. Le 
hoix de l'état �nal garantit 
ette in�nité d'o

uren
es. L'automate

de la �gure 6 est 
ertainement plus réduit que 
elui qui aurait été obtenu par

une tradu
tion automatique telle qu'elle est dé
rite au premier 
hapitre. Par

exemple, on a tenu 
ompte du fait qu'un site ne passait jamais dire
tement de

l'état Repos à l'état En 
ours et vi
e versa.

L'algorithme de rendez-vous admet des séquen
es qui ne véri�ent pas la

formule d'équité. La �gure 7 illustre l'une de 
es séquen
es. Le s
énario est

représenté sous forme d'un 
hronogramme où le temps est représenté verti
a-

lement et 
haque axe 
orrespond à l'a
tivité d'un des trois sites. Les messages

sont des �è
hes obliques dont l'origine est asso
iée à l'émission du message et

l'extrémité est asso
iée à la ré
eption du message.

Cette séquen
e débute par trois appels à la primitive de rendez-vous. Les

sites s

1

et s

3

désirent un rendez-vous ave
 s

2

tandis que 
elui-
i désire un

rendez-vous ave
 l'un des autres sites. s

2


hoisit d'émettre sa première demande

vers s

1

. A la ré
eption de la demande de s

3

, il retarde sa réponse. Puis à la

ré
eption de la demande de s

1

, il 
on
lut le rendez-vous et rejette s

3

. Le site s

3

peut alors rester indé�niment bloqué tandis que les deux autres sites 
on
luent

une in�nité de rendez-vous. Le site s

2

in
lut toujours s

3

dans sa demande mais


hoisit systématiquement s

1

pour envoyer sa première demande.
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3.3. Constru
tion du produit syn
hronisé symbolique

3.3.1. Cal
ul des partitions lo
ales de 
ouleurs

La re
her
he d'une séquen
e invalidante doit s'e�e
tuer dans un double pro-

duit syn
hronisé, mettant en jeu le réseau bien formé symétrique, l'automate

de 
ontr�le des asymétries et l'automate de la formule. Or le produit syn
hro-

nisé est une opération 
ommutative et asso
iative. On peut don
 syn
hroniser

d'abord les deux automates puis appliquer la 
onstru
tion d'un produit syn-


hronisé symbolique sur le réseau de Petri bien formé et l'automate produit.

De 
ette façon la méthode présentée dans le 
adre de systèmes symétriques est

appli
able aussi aux systèmes asymétriques à 
ondition de pouvoir les expri-

mer 
omme un produit syn
hronisé d'un système symétrique et d'un automate

asymétrique.

Avant de 
onstruire le produit syn
hronisé symbolique, il nous faut 
al
uler

et représenter l'orbite de 
haque état de l'automate. Nous nous limiterons i
i

à un réseau bien formé 
onstitué d'une seule 
lasse de 4 sites I = 1::4. La ma-

nière la plus simple de pro
éder 
onsiste à repérer les 
ouleurs qui marquent les

mêmes propositions dans les états des automates. Les 
ouleurs sont don
 re-

groupés en sous-ensembles, qui 
onstituent la partition lo
ale de l'état. L'orbite

est impli
itement dé�nie 
omme le groupe des permutations laissant globale-

ment invariant 
haque ensemble de la partition. Par exemple :

� Pour un état dont les propositions atomiques sont hAt

1

; At

2

; At

3

; At

4

i, la

partition est 
omposée de l'unique singleton fh1i; h2i; h3i h4ig (i.e. toutes

les permutations de 
ouleurs sont autorisées)

� Pour un état dont les propositions atomiques sont hAt

2

i, la partition est


omposée d'un singleton fh2ig et d'un ensemble 
omposé du reste des


ouleurs, i
i fh1i; h3i; h4ig (les permutations doivent laisser invariant h2i)

� Pour un état dont les propositions atomiques sont hCo

1

; At

2

; At

3

i, la par-

tition est 
omposée des quatre éléments, fh1ig; fh2ig; fh3ig et fh4ig.

L'orbite est réduite à l'identité.

3.3.2. Les états du produit syn
hronisé symbolique

Rappelons que nous devons représenter des triplets (sous-groupe de permu-

tations, sous-ensemble de marquages, état de l'automate) où le sous-ensemble

de marquages est l'image d'un quel
onque état du sous-ensemble par le sous-

groupe. Le sous-groupe sera impli
itement représenté par une partition lo-


ale non né
essairement égale à la partition de l'état de l'automate. Le sous-

ensemble des marquages sera représenté par un marquage symbolique dont les

sous-
lasses statiques (i
i lo
ales) sont 
elles de la partition. Rappelons qu'un
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marquage symbolique 
onstruit en rapport à une partition en sous-
lasses sta-

tiques des 
ouleurs est en fait 
onstruit sur une partition anonyme plus �ne, dite

partition en sous-
lasses dynamiques. Ainsi, les 
ouleurs qui appartiennent à

la même sous-
lasse statique lo
ale et qui ont la même distribution seront re-

présentées symboliquement et de façon indi�éren
iée, par la même sous-
lasse

dynamique (dénotée 
ommunément au moyen d'une variable Z indi
ée). L'ap-

partenan
e à une sous-
lasse statique et le nombre d'éléments représentés sont

les 
ara
téristiques essentielles de toute sous 
lasse dynamique.

La 
on�guration initiale pour laquelle tous les sites sont au Repos, 
orres-

pond à un unique état dans le produit syn
hronisé symbolique : hbm

0

; b

0

; 
i où

bm

0

est dé�ni par :

� une unique sous 
lasse statique lo
ale fh1i; h2i; h3i; h4ig 
omposée d'une

unique sous 
lasse dynamique (notée Z

1

),

� bm

0

= hZ

1

i:Re ave
 j Z

1

j= 4 (Re représente i
i la pla
e Repos)

Les propriétés atomiques de b

0

(true) et 


;

sont satisfaites trivialement par

bm

0

.

3.3.3. Fran
hissement symbolique dans le produit syn
hronisé symbolique

Une rapide évaluation du fon
tionnement du réseau de Petri bien formé

montre que plus de 50 transitions sont né
essaires pour 
onstruire le 
ontre-

exemple. Nous nous limiterons don
 à représenter une suite de deux fran
his-

sements symboliques qui illustre le regroupement des sous-
lasses statiques.

Rappelons qu'un état est 
onstitué d'un marquage symbolique, d'un état de

l'automate de 
ontr�le et d'un état de l'automate de Bü
hi.

Le marquage symbolique bm

1

dé
rit la situation suivante. Le site s

1

est au

repos ; les sites s

2

et s

3

ont 
on
lu un rendez-vous et le site s

4

est en attente

d'un rendez-vous ave
 s

1


omme seul 
andidat possible. Le site s

4

a utilisé

son autorisation et se trouve bloqué dans l'état en 
ours. Comme tous les sites

sont pré
isés, on en 
on
lut que la partition lo
ale est 
onstitué de quatre sous-


lasses statiques, 
ha
une 
omprenant une unique sous-
lasse dynamique.

bm

1

=

hZ

1

i:Repos+ hZ

4

i:En 
ours+ hZ

4

; Z

1

i:P otentiel+ (hZ

2

; Z

3

i+ hZ

3

; Z

2

i):Su

�es

où 
haque sous-
lasse dynamique Z

i

est asso
iée à la sous-
lasse statique

fig.

L'état de l'automate de 
ontr�le est né
essairement 


;

. Nous supposons de

plus que l'état de l'automate est b

0

.

La transition fin est fran
hissable soit pour la 
ouleur h2i, soit pour la 
ou-

leur h3i. Nous allons e�e
tuer su

essivement 
es deux fran
hissements sym-
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boliques (qui dans 
e 
as parti
ulier sont assimilables à des fran
hissements

ordinaires). Remarquons que les états asso
iés dans les deux automates seront

in
hangés. Soit bm

2

le marquage obtenu après fran
hissement de fin(h2i).

bm

2

=

(hZ

1

i+ hZ

2

i):Repos+ hZ

4

i:En 
ours+ hZ

4

; Z

1

i:P otentiel+ hZ

3

; Z

2

i:Su

�es

Au
une paire de sous-
lasses statiques de la partition lo
ale ne peut être

fusionnée 
ar les sous-
lasses dynamiques ont des marquages di�érents.

Soit maintenant bm

3

le marquage obtenu après fran
hissement de fin(h3i).

bm

3

=

(hZ

1

i+ hZ

2

i+ hZ

3

i):Repos+ hZ

4

i:En 
ours+ hZ

4

; Z

1

i:P otentiel

Les deux sous-
lasses statiques f2g et f3g de la partition lo
ale peuvent

être fusionnées 
ar elles 
ontiennent 
ha
une une sous-
lasse dynamique de

marquage identique et 
e
i nous 
onduit à une nouvelle version de bm

3

.

bm

3

=

(hZ

1

i+ hZ

2

i):Repos+ hZ

3

i:En 
ours+ hZ

3

; Z

1

i:P otentiel

ave
 trois sous-
lasses statiques : f1g dont l'unique sous-
lasse dynamique

est Z

1

, f2; 3g dont l'unique sous-
lasse dynamique est Z

2

et f4g dont l'unique

sous-
lasse dynamique est Z

3

.

4. Dis
ussion

L'appro
he que nous proposons i
i peut être améliorée en exploitant les

symétries pour réduire l'automate, avant la phase de véri�
ation proprement

dite [AJA 98℄. Lors de l'analyse de l'automate si deux états sont bisimulables à

une permutation près, seul un des états est 
onservé. Pour des formules presques

symétriques 
ette appro
he s'avère très fru
tueuse et la rédu
tion de l'automate

peut être alors exponentielle. Malgré tout, la rédu
tion essentielle se situe au

niveau du produit syn
hronisé symbolique.

Assez souvent, 
omme dans notre exemple on est 
onduit à véri�er des for-

mules symétriques sur des systèmes asymétriques. L'appro
he que nous avons


hoisi de présenter a le mérite de la simpli
ité et de l'e�
a
ité. Cependant 
ette

appro
he est imprati
able si l'asymétrie ne peut être spé
i�ée par restri
tion

de séquen
es. On peut alors par exemple 
ombiner notre méthode ave
 
elle

développée dans [EME 99℄. Cette appro
he autorise l'asymétrie des transitions

partant d'un état 
omplètement symétrique (invariant sous l'a
tion du groupe

de symétries). Une appro
he plus sytématique est possible en dé�nissant un

système asymétrique 
omme un système dont 
haque état a son propre groupe

de symétries. On étendr alors la méthode de la se
tion 2 par une gestion plus

�ne de la règle de fran
hissement symbolique.
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La taille des modèles spé
i�és est aussi une 
omposante de la 
omplexité

de notre appro
he, puisque la véri�
ation est fondamentalement basée sur le

produit syn
hronisé des états de la formule, de l'automate de 
ontr�le des asy-

métries et du RDP symétrique. On remarquera que l'automate de 
ontr�le des

asymétries du proto
ole de Bagrodia étudié était relativement petit, 
omparé à

la taille de l'espa
e d'états du réseau bien formé. De 
e point de vue le problème

de la rédu
tion de modèle semble 
on
entré au niveau du réseau de Petri bien

formé.

Il reste que l'automate de 
ontr�le des asymétries doit pour l'instant être

spé
i�é manuellement au même titre que le réseau. L'un des problèmes ouverts

est don
 d'aider à la 
onstru
tion d'un modèle des asymétries le plus 
on
is

possible, tout en 
ernant au maximum les 
onditions où les asymétries doivent

être prises en 
ompte. La notation indexée que nous avons exploitée sur la


lasse de 
ouleurs prin
ipale du modèle parti
ipe à 
et e�ort.

L'implémentation des travaux présentés est en 
ours. Le fait que nous réuti-

lisions l'appro
he symbolique nous permet d'exploiter 
ertaines fon
tionnalités

de l'outil GreatSPN [CHI 97℄.

5. Con
lusion

La 
onstru
tion du graphe symbolique d'un réseau de Petri bien formé per-

met la représentation su

in
te de l'espa
e d'a

essibilité. Cependant 
e graphe

ne peut être exploité dire
tement pour véri�er la validité de formules de logique

temporelle. Nous avons présenté i
i une adaptation de la te
hnique de 
onstru
-

tion du graphe symbolique qui permet la véri�
ation d'une formule de logique

temporelle même asymétrique. Cette te
hnique est déduite d'une méthode ap-

pli
able à un système symétrique quelqu'en soit le formalisme de représentation

du moment que sa sémantique soit dé�nie en terme de stru
ture de Kripke.

Nous avons illustré 
ette méthode sur un algorithme réparti de rendez-vous

multiple. L'intérêt de 
et exemple est double. D'une part, il montre 
omment

appliquer la méthode à un système partiellement symétrique en le spé
i�ant


omme le produit syn
hronisé d'un réseau bien formé et d'un automate asy-

métrique. D'autre part, 
ette modélisation souligne l'intérêt des mé
anismes

additionnels tels que les ar
s inhibiteurs et les priorités pour obtenir un réseau


on
is et lisible.
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