
Chapitre 8

Vérification quantitative de chaînes de Markov

8.1. Introduction

La complexité des systèmes matériels et logiciels a mis en évidence l’intérêt de
méthodes automatiques afin d’accroître le degré de confianceque les exigences fonc-
tionelles et de performance de ces systèmes seront satisfaites. Si on souhaite prendre
en compte le caractère aléatoire d’un système alors ce système se modélisera sous
forme d’un processus stochastique. De plus en vue de maîtriser le processus de valida-
tion, ces processus stochastiques sont souvent des chaînesde Markov à temps discret
(DTMC) ou à temps continu (CTMC) engendrés par un formalismede haut niveau
comme les réseaux de Petri stochastiques ou les algèbres de processus stochastiques.

Pendant longtemps, la vérification fonctionnelle et l’évaluation de performance
d’un système ou d’une application se présentaient comme deux étapes distinctes du
processus de développement. Chacune disposait de ses modèles et de ses méthodes.
Or depuis une quinzaine d’années, de nombreux travaux se situent à la croisée des
deux thématiques et sont regroupées sous l’étiquette de vérification probabiliste ou de
manière plus appropriée de vérification de systèmes probabilisés.

Ce nouvel axe de recherche répond au besoin des modélisateurs. Ceux-ci sou-
haitent par exemple évaluer la probabilité de satisfactiond’une propriété exprimée par
une formule logique. Donnons en un exemple classique dans ledomaine de la sûreté
de fonctionnement.
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Considérons un système dont les états sont partitionnés entre états de fonctionne-
ment normal (appelons-lesN ), des états de fonctionnement en mode dégradé (appelons-
lesD) et des états de pannes (appelons-lesF ). Le système évolue deW versD ou
F et deD versF . Une mesure classique de sûreté de fonctionnement est la probabi-
lité d’une panne dans un intervalleI donné. Dans ce cas les méthodes d’évaluation
standard forunissent les résultats escomptés.

Si maintenant nous nous intéressons à la probabilité d’une panne dans l’intervalle
I mais sans passer par le mode dégradé, nous devons exprimer (et calculer) la proba-
bilité d’atteindreP dans l’intervalleI, en passant uniquement par des éats deN . Une
logique temporelle (comme CSL par exemple) possède des opérateurs temporels qui
permettent une description simple et sémantiquement fondée. Dans ce cas précis, la
formule sera donnée par :P≤p(W UIF ) où p est la borne supérieure de probabilité
recherchée par le concepteur.

L’objectif de ce chapitre est de présenter au lecteur les deux thèmes de recherche
importants liés à cet axe : la définition de logiques temporelles pour les chaînes de
Markov et la vérification qu’une chaîne de Markov satisfait une formule de logique
temporelle.

La première partie du chapitre est constituée de rappels indispensables sur les pro-
cessus stochastiques et les chaînes de Markov. Puis la deuxième partie est consacrée à
la vérification quantitative des chaînes de Markov à temps discret. La partie suivante
introduit la vérification des chaînes de Markov à temps continu. Le chapitre se conclut
par un panorama des méthodes de vérification des chaînes de Markov proposées par
les chercheurs.

8.2. Evaluation de performance de modèles markoviens

8.2.1. Un modèle stochastique de systèmes à événements discrets

Nous supposons connues du lecteur les bases de la théorie desprobabilités. Pour
plus de détails, on pourra se reporter aux ouvrages suivants: [FOA 98, FOA 02] en
français ou [FEL 68, FEL 71, TRI 82] en anglais.

Notations

– Pr(E) désigne la probabilité d’un événementE etPr(A |B) la probabilité deA
sachantB.

– L’adverbepresque, dans des expressions telles quepresque partoutou presque
sûrement, signifie pour un ensemble de probabilité 1.

– IR (resp.IR+, IR+∗) désigne les réels (resp. les réels non négatifs, strictement
positifs). Six est un réel alors⌊x⌋ désigne sa partie entière.
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– SiE ⊆ IR alorsInf(E) (resp.Sup(E)) désigne la borne inférieure (resp. supé-
rieure) deE.

Une exécution d’un SED se caractérise par une suite (a priori infinie) d’événe-
ments{e1, e2, . . .} séparés par des intervalles de temps. Seuls les événements peuvent
changer l’état du système.

Formellement, le comportement stochastique d’un SED est déterminé par deux
familles de variables aléatoires :

–X0, . . . ,Xn, . . . à valeurs dans l’espace (discret) des états du système, notéS.
Dans la suite sauf mention explicite, nous supposerons que cet espace est fini.X0

représente l’état initial du système etXn (n > 0) l’état courant après lenième événe-
ment. L’occurrence d’un événement ne modifie pas nécessairement l’état du système,
par conséquentXn+1 peut être égal àXn.

– T0, ..., Tn, ... à valeurs dansIR+ où T0 représente l’intervalle de temps avant
le premier événement etTn (n > 0) représente l’intervalle de temps entre lenième

et le (n + 1)ième événement. Notons que cet intervalle peut être nul (e.g.une suite
d’instructions considérées comme instantanées au regard de transactions de base de
données avec des entrées/sorties).

Lorsque la distribution initialeX0 est concentrée en un états, on dira que le pro-
cessus démarre ens (i.e.Pr(X0 = s) = 1).

A priori, aucune restriction n’est imposée sur ces familles de variables aléatoires.
Cependant, pour les catégories de processus que nous étudierons, un SED ne peut
exécuter une infinité d’actions en un temps fini. Autrement dit :

∞∑

n=0

Tn =∞ presque sûrement (8.1)

Cette propriété nous autorise à définir l’état du système à tout instant. SoitN(τ),
la variable aléatoire définie par :

N(τ) =def Inf({n |
n∑

k=0

Tk > τ})

D’après l’équation [8.1],N(τ) est définiepresque partout. Comme on peut le voir
sur la figure 8.1,N(τ) présente des sauts d’amplitude supérieure à 1. L’étatY (τ)
du système à l’instantτ , est alors simplementXN(τ). Il est important de noter que
Y (τ) n’est pas équivalent au processus stochastique, mais qu’ilpermet, dans la plupart
des cas, de procéder aux analyses standard. Le schéma de la figure 8.1 présente une
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Figure 8.1: Une réalisation du processus stochastique

réalisationpossible du processus et illustre l’interprétation de chacune des variables
aléatoires introduites plus haut. Dans cet exemple, le processus est initialement dans
l’état s4 et y reste jusqu’à l’instantτ0 où il passe dans l’états6. À l’instant τ0 + τ1,
le système visite successivement en un temps nul, les étatss3 et s12 avant d’atteindre
l’état s7 où il séjourne un certain temps. L’observationY (τ) en temps continu occulte
les états évanescentss3 ets12 du processus.

L’évaluation de performance d’un SED conduit à deux types d’analyse :

– L’étude du comportement transitoire , c’est à dire l’obtention de mesures en fonc-
tion du temps écoulé depuis l’état initial. Cette étude viseles phases d’initialisation des
systèmes et les systèmes à états terminaux. Parmi les domaines d’application, on peut
citer l’analyse de fiabilité et de sûreté de fonctionnement [LAP 95, MEY 80, TRI 92].

– L’étude du comportement stationnaire du système. Pour de nombreuses appli-
cations, ce qui intéresse le modélisateur est le comportement du système une fois la
phase initiale passée, lorsqu’il se stabilise.

Ceci suppose bien entendu qu’un tel comportement stationnaire existe. Ce qui se
résume, en notantπ(τ) la distribution deY (τ), par :

lim
τ→∞

π(τ) = π (8.2)

oùπ est aussi une distribution, appeléedistribution stationnaire.
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Les distributions transitoires ou stationnaires ne sont qu’un moyen de calculer des
indices de performance. Par exemple, la probabilité stationnaire qu’un serveur soit
opérationnel, la probabilité qu’à l’instantτ une connexion soit établie ou le nombre
moyen de clients d’un service sont de tels indices .

Afin de raisonner de manière générique sur les SED on supposera donné dans la
suite un ensemble de fonctions définies sur l’ensemble des états et à valeurs dansIR.
Ainsi une fonctionf peut être vue comme un indice de performance et étant donnée
une distributionπ, la quantité

∑
s∈S π(s) · f(s) représente la mesure de cet indice.

Lorsque l’indice est une fonction à valeurs dans{0, 1}, on peut l’assimiler à une
proposition atomiquesatisfaite en un état si la fonction vaut 1. Dans la suite on notera
P, l’ensemble des propositions atomiques ets � φ, avecs un état etφ une proposition
atomique, le fait ques vérifie (ou satisfait)φ. Dans ce cas étant donnée une distribution
π, la quantité

∑
s�φ π(s) représente la mesure de cet indice.

8.2.2. Chaînes de Markov à temps discret

Présentation

Une chaîne de Markov à temps discret (en anglais Discrete Time Markov Chain
ouDTMC) possède les caractéristiques suivantes :

– L’intervalle de temps entre les instantsTn est une constante de valeur1

– L’état suivant un état atteint ne dépend que de cet état et les probabilités de
transition restent constantes1 au cours du temps :

Pr(Xn+1 = sj |X0 = si0 , ...,Xn = si) =

Pr(Xn+1 = sj |Xn = si) = pij =def P[i, j]

Nous utiliserons indifféremment les deux notations pour les transitions d’état.

Comportement transitoire et stationnaire d’une DTMC

Dans ce paragraphe nous rappelons des résultats classiquesen fournissant des jus-
tifications intuitives qui ne sauraient constituer des preuves mathématiques.

L’analyse du comportement transitoire ne présente pas de difficulté. Les change-
ments d’état se font aux instants{1, 2, . . .}. Etant données une distribution initialeπ0

1. d’où le terme de chaînehomogèneutilisé dans les études sur les chaînes de Markov en toute
généralité
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et la matrice de transitionP, alorsπn la distribution deXn (i.e. l’état de la chaîne
à l’instantn) est donnée par la formuleπn = π0 · P

n qui s’obtient à l’aide d’une
récurrence élémentaire.

L’analyse du comportement asympotique des DTMC (pour un ensemble d’états
quelconque) conduit à la classification suivante des états :

– Un états esttransitoiresi la probabilité d’y revenir est inférieure à1. Par consé-
quent, sa probabilité d’occurrencePr(Xn = s) tend vers 0 lorsquen tend vers l’infini.
Un état est appelérécurrents’il n’est pas transitoire.

– Un état estrécurrent nulsi la durée moyenne du retour à cet état est infinie. In-
tuitivement, une fois atteint, cet état apparaîtra à des intervalles dont la durée moyenne
tendra vers l’infini et par conséquent sa probabilité d’occurrence tendra aussi vers0.
Ce raisonnement intuitif est mathématiquement justifié.

– Un état estrécurrent non nulsi la durée moyenne du retour à cet état est finie.
Si une distribution stationnaire existe alors elle est concentrée sur les états récurrents
non nuls.

Nous allons détailler cette analyse dans le cas d’un espace d’états fini. Considérons
le graphe construit de la manière suivante :

– l’ensemble des sommets est l’ensemble des états de la chaîne ;

– il y a un arc desi àsj si pij > 0.

Etudions les composantes fortement connexes (c.f.c.) de cegraphe. Si une c.f.c. a
un arc sortant, alors nécessairement, les états de cette c.f.c. sont transitoires. A l’in-
verse, tous les états d’une c.f.c. puits (i.e. sans arc sortant) sont récurrents non nuls.
Dans le cas extrême où une c.f.c. puits est réduit à un états (i.e. P[s, s] = 1), on dit
ques est un étatabsorbant.

Lorsque le graphe est fortement connexe, la chaîne est diteirréductible. Dans le
cas général, chaque c.f.c. puits constitue une sous-chaîneirréductible.

Etudions l’existence d’une distribution stationnaire dans le cas d’une chaîne irré-
ductible. Remarquons d’abord qu’elle n’est pas toujours garantie. Ainsi, une chaîne
constituée de deux étatss0 et s1, de distribution initiale concentrée en un état et où
p0,1 = p1,0 = 1, alterne entre les deux états et ne converge donc pas vers unedis-
tribution stationnaire. En généralisant, une chaîne irréductible est ditepériodiquede
périodek > 1 si on peut partitionner les états en sous-ensemblesS0, S1, . . . , Sk−1 tels
que des états deSi on accède, en un pas, exclusivement aux états deS(i+1) mod k. La
périodicité d’une chaîne se détermine par un algorithme en temps linéaire (par rapport
à la taille du graphe) dont nous décrivons les principes et que nous illustrons sur la
figure 8.2. On construit un arbre orienté couvrant les sommets par un parcours en lar-
geur. Ce parcours en largeur détermine une hauteur des sommets notéh. On affecte un
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Figure 8.2: Un calcul de périodicité

poids aux arcs du graphe : le poidsw(u, v) d’un arc(u, v) est défini parh(u)−h(v)+1
ainsi les arcs de l’arbre ont un poids nul. La périodicité du graphe est alors le pgcd des
poids non nuls des arcs. Sans entrer dans les détails d’une preuve formelle de cet algo-
rithme, nous indiquons qu’elle repose sur les deux points suivants. La périodicité est
le pgcd des longueurs des circuits élémentaires du graphe etla longueur d’un circuit
élémentaire est égale à la somme des poids de ces arcs.

Il s’avère qu’une chaîne irréductible et apériodique (ditealorsergodique) admet
une distribution stationnaire et que celle-ci estindépendante de la distribution initiale.
Le calcul de cette distribution est relativement facile. Eneffet, on aπn+1 = πn ·P. En
passant à la limite (justifiée), on obtientπ = π ·P. De plus,π est la seule distribution
solution de :

X = X ·P (8.3)

Remarquons qu’une distribution initiale, solution de cette équation, estinvariante:
quelque soit l’instant d’observation la distribution courante est identique à la distribu-
tion initiale. Afin de résoudre l’équation [8.3], on peut procéder à un calcul direct en
complétant par l’équation de normalisationX · 1T = 1 où1T désigne le vecteur co-
lonne composé de1. Mais les calculs itératifs sont plus intéressants si l’espace d’états
est de taille importante. Le plus simple consiste à itérerX← X ·P [STE 94].

Intéressons-nous maintenant au cas général en supposant uniquement que les c.f.c.
puits (notées{C1, . . . , Ck}) sont apériodiques de distributions stationnaires{π1, . . . ,πk}.
Dans ce cas, la chaîne admet aussi une distribution stationnaire (qui cette fois-ci dé-
pend de la distribution initiale). Cette distribution est donnée par la formuleπ =∑k
i=1 Pr(d’atteindreCi) · πi. Il reste donc à calculer la probabilité d’atteindre une

c.f.c. puits. On évalue cette quantité en partant d’un état fixé puis on la conditionne sui-
vant la distribution initiale :Pr(d’atteindreCi) =

∑
s∈S π0(s) · π

′
Ci

(s) où π
′
Ci

(s) =
Pr(d’atteindreCi | X0 = s). Soit PT,T la sous-matrice de transition de la chaîne
restreinte aux états transitoires et soitPT,i la sous-matrice de transition de la chaîne
des états transitoires vers les états deCi, alorsπ

′
Ci

= (
∑
n≥0 (PT,T )n) ·PT,i · 1

T =
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(I−PT,T )−1 ·PT,i ·1
T . La première égalité s’obtient en conditionnant l’accessibilité

deCi par la longueur possible du chemin qui y conduit tandis que laseconde se vérifie
immédiatement.

8.2.3. Chaînes de Markov à temps continu

Présentation

Une chaîne de Markov à temps continu (en anglais Continuous Time Markov
Chain ouCTMC) a les caractéristiques suivantes :

– L’intervalle de temps entre les instantsTn est une variable aléatoire exponentielle
négative dont le taux ne dépend que de l’étatXn. Autrement dit

Pr(Tn ≤ τ |X0 = si0 , ...,Xn = si, T0 ≤ τ0, ..., Tn−1 ≤ τn−1) =

Pr(Tn ≤ τ |Xn = si) = 1− eλi·τ

– L’état suivant un état courant ne dépend que de cet état et les probabilités de
transition restent constantes2 au cours du temps :

Pr(Xn+1 = sj |X0 = si0 , ...,Xn = si, T0 ≤ τ0, ..., Tn−1 ≤ τn−1) =

Pr(Xn+1 = sj |Xn = si) = pij =def P[i, j]

La chaîne discrète définie par la matriceP est appeléechaîne incluse. Elle observe
les changements d’état de la CTMC sans tenir compte du temps écoulé. Un état de la
CTMC est absorbant s’il est absorbant pour la DTMC incluse.

Comportement transitoire et stationnaire d’une CTMC

Dans les chaînes de Markov à temps continu, en raison de l’absence de mémoire
de la loi exponentielle, l’évolution du SED à tout instant est uniquement conditionnée
par son état courant.

Plus précisément, le processus se caractérise par sa distribution initialeπ(0), la
matriceP et lesλi. Appelonsπ(τ) la distribution deY (τ) et πk(τ) = π(t)(sk). Si
δ est petit, entreτ et τ + δ la probabilité de l’occurrence de plus d’un événement
est négligeable et la probabilité d’occurrence d’un changement d’état dek à k′ est
approximativement égale àλk · δ · pkk′ (par définition de la loi exponentielle).

πk(τ + δ) ≈ πk(τ) · (1− λk · δ) +
∑

k′ 6=k

πk′(τ) · λk′ · δ · pk′k

2. ici aussi, on parle de chaînehomogène
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D’où
πk(τ + δ)− πk(τ)

δ
≈ πk(τ) · (−λk) +

∑

k′ 6=k

πk′(τ) · λk′ · pk′k

Et finalement :

dπk
dτ

= πk(τ) · (−λk) +
∑

k′ 6=k

πk′(τ) · λk′ · pk′k

Définissons la matriceQ par : qkk′ = λk · pkk′ pour k 6= k′ et qkk = −λk(=
−

∑
k′ 6=k qkk′). Alors l’équation précédente se réécrit :

dπ

dτ
= π ·Q (8.4)

La matriceQ est appelée legénérateur infinitésimalde la CTMC. D’après l’équa-
tion [8.4], celui-ci spécifie complètement l’évolution de celle-ci.

Si cette équation établit le caractère sans mémoire d’une CTMC, elle ne four-
nit pas un moyen pratique de calculer le comportement transitoire de la chaîne. Afin
d’y parvenir, nous décrivons une deuxième CTMC équivalenteà la première du point
de vue probabiliste (une technique introduite dans [JEN 53]et connue sous le nom
d’uniformisation). Choisissons une valeurµ ≥ Sup({λi}). Quelque soit un état at-
teint, la durée qui précède le prochain changement d’état suit une loi exponentielle de
paramètre (uniforme)µ. Le changement d’état est quant à lui conduit par la matrice
de transitionPµ définie par∀i 6= j,Pµ[si, sj ] = (µ)−1 · λi · P[si, sj ]. Le calcul
(immédiat) du générateur infinitésimal de cette deuxième chaine montre qu’il est égal
à celui de la première chaîne. On a donc affaire au même processus stochastique si
on ne tient pas compte des transitions. La distribution transitoireπ(τ) s’obtient de la
façon suivante. On calcule la probabilité d’être ens à l’instantτ sachant qu’il y a eun
changements d’états dans l’intervalle[0, τ ]. Cette probabilité est donnée par la chaîne
incluse et plus précisément parπ(0) · (Pµ)n. Puis on «déconditionne» en calculant
la probabilité den changements sachant que l’intervalle entre deux changements suit
la loi exponentielle. Cette probabilité est donnée pare−µ·τ · (µ · τ)n/n!. On obtient
donc :

π(τ) = π(0) · (e−µ·τ
∑

n≥0

(µ · τ)n(Pµ)n

n!
)

Dans la pratique, la somme infinie ne pose pas de problème car cette somme
converge très rapidement et la sommation peut être stoppée dès que la précision re-
quise est supérieure àe−µ·τ · (µ · τ)n/n!.

Examinons maintenant le comportement asympotique d’une CTMC. La manière la
plus simple d’analyser ce comportement consiste à étudier la chaîne incluse. Comme
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nous l’avons observé lors de l’approche par uniformisation, celle-ci n’est pas unique.
Intéressons-nous à une DTMC obtenue avec un choix deµ > Sup({λi}). Dans ce
cas, tout états vérifie Pµ[s, s] > 0 et par conséquent chaque c.f.c. puits de cette
chaîne est ergodique. Ceci implique qu’elle admet une distribution stationnaire. Cette
distribution mesure la probabilité stationnaire d’occurrence d’un état. Mais puisque
la description (uniforme) de la chaîne implique un temps de séjour moyen identique
dans chacun des états (1/µ), elle nous fournit aussi la distribution stationnaire de la
CTMC.

Dans le cas particulier (mais fréquent) où la chaine incluseest ergodique, cette
distribution est obtenue par résolution de l’équationX = X · Pµ. Nous remarquons
quePµ = I+(1/µ)Q. Donc la distribution est aussi l’unique solution de l’équation :

X ·Q = 0 et X · 1T = 1 (8.5)

Par analogie, on dit alors que la CTMC est ergodique.

8.3. Vérification de chaînes de Markov à temps discret

8.3.1. Logiques temporelles pour chaînes de Markov

Nous introduisons ici une version « probabiliste » de la logiqueCTL∗ que nous
désignerons sous le nom dePCTL∗. La syntaxe de cette logique est définie inducti-
vement à l’aide de formules d’état et de chemin.

Définition 1. SoitP, un ensemble de propositions atomiques.
Une formule d’état dePCTL∗ (relative àP) est définie inductivement par :

E1 : Si φ ∈ P alorsφ est une formule d’état dePCTL∗ ;

E2 : Siφ etψ sont des formules d’état dePCTL∗ alors¬φ etφ∧ψ sont des formules
dePCTL∗ ;

E3 : Si ϕ est une formule de chemin dePCTL∗, a ∈ [0, 1] est un rationnel,⊲⊳∈ {=
, 6=, <,≤, >,≥} alorsP⊲⊳aϕ est une formule d’état dePCTL∗.

Une formule de chemin dePCTL∗ (relative àP) est définie inductivement par :

C1 : Une formule d’état dePCTL∗ est une formule de chemin ;

C2 : Si ϕ et θ sont des formules de chemin dePCTL∗ alors ¬ϕ et ϕ ∧ θ sont des
formules de chemin dePCTL∗ ;

C3 : Si ϕ et θ sont des formules de chemin dePCTL∗ alors Xϕ et ϕUθ sont des
formules de chemin dePCTL∗.

Comme dans le cas des systèmes de transitions, deux fragments de cette logique
sont particulièrement intéressants. Le premier fragment notéPCTL par analogie avec
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CTL est constitué des règles de formationE1, E2, E3, C
′
3 oùC ′

3 s’énonce « Siφ et
ψ sont des formules d’état dePCTL alorsXφ etφUψ sont des formules de chemin
dePCTL ». Le deuxième fragment notéPLTL par analogie avecLTL est constitué
des règles de formationE1, E3, C

′
1, C2, C3 oùC ′

1 s’énonce « Siϕ ∈ P alorsϕ est
une formule d’état dePLTL ».

Nous expliquons dans les prochaines sections comment évaluer une formule de
PCTL, dePLTL et dePCTL∗.

La sémantique des formules est donnée ci-dessous. On considèreM une chaîne de
Markov dont les états sont étiquetés par un sous-ensemble depropositions atomiques.
On notes un état de la chaîne etσ = s0, s1, . . . un chemin infini dans le graphe associé
à la chaîne de Markov. Le suffixesi, si+1, . . . est notéσi. On note aussiM, s |= φ la
satisfaction de la formule d’étatφ par l’états et σ |= ϕ la satisfaction de la formule
de cheminϕ par le cheminσ.

Définition 2. SoitM une chaîne de Markov,s un état de la chaîne etσ un chemin de
la chaîne.
La satisfaction d’une formule d’étatφ par s est définie inductivement par :

– Siφ ∈ P alorsM, s |= φ ssiφ étiquettes ;

– Siφ ≡ ¬ψ alorsM, s |= φ ssiM, s 6|= ψ ;

– φ ≡ ψ1 ∧ ψ2 alorsM, s |= φ ssiM, s |= ψ1 etM, s |= ψ2 ;

– Siφ ≡ P⊲⊳aϕ alorsM, s |= φ ssiPr({σ |= ϕ} | s0 = s) ⊲⊳ a.

La satisfaction d’une formule de cheminϕ par σ est définie inductivement par :

– Siϕ est une formule d’état alorsσ |= ϕ ssiM, s0 |= φ ;

– Siϕ ≡ ¬θ alorsσ |= ϕ ssiσ 6|= θ ;

– Siϕ ≡ θ1 ∧ θ2 alorsσ |= ϕ ssiσ |= θ1 etσ |= θ2 ;

– Siϕ ≡ X θ alorsσ |= ϕ ssiσ1 |= θ ;

– Siϕ ≡ θ1Uθ2 alorsσ |= ϕ ssi∃i σi |= θ2 et∀j < i σj |= θ1.

Cette sémantique suppose implicitement que l’ensemble deschemins qui vérifient
une formule est mesurable. Cette supposition est justifiée et se démontre à l’aide de
résultats élementaires de la théorie de la mesure mais qui dépassent le cadre de cet
ouvrage. Aussi nous ne reviendrons plus sur ce point.

8.3.2. Vérification dePCTL

Etant données une DTMC et une formuleφ de PCTL, l’algorithme de vérifica-
tion procède par évaluation successive des sous-formules deφ en «remontant» l’arbre
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syntaxique de la formuleφ des feuilles à la racine et en étiquetant chaque état avec
les sous-formules qu’il vérifie. Ainsi chaque étape de l’algorithme évalue une formule
en interprétant les opérandes de l’opérateur le plus externe comme des propositions
atomiques.

D’après les règles de construction, les formules à considérer sont les suivantes :
¬ψ,ψ ∧ χ, P⊲⊳aXψ,P⊲⊳aψUχ où ψ et χ sont des (formules transformées en) pro-
positions atomiques. Nous indiquons ci-dessous comment l’algorithme procède en
justifiant (informellement) la correction de l’algorithme.

φ = ¬ψ L’algorithme étiquette avecφ chaque état non étiqueté avecψ.

φ = ψ ∧ χ L’algorithme étiquette avecφ chaque état étiqueté avecψ etχ.

φ = P⊲⊳aXψ L’algorithme calcule la probabilité, disonsps, d’atteindre en un pas
un état étiqueté parψ. Autrement dit,ps ≡

∑
s′|=ψ P[s, s′] avecP la matrice de

transition de la chaîne.s est alors étiqueté parφ ssips ⊲⊳ a.

φ = P⊲⊳aψUχ L’algorithme calcule la probabilité d’atteindre un état étiqueté parχ
en passant uniquement par des états étiquetés parψ. Notonsps cette probabilité. Si
s |= χ alorsps = 1 ; si s 6|= χ et s 6|= ψ alorsps = 0. Afin de calculerps dans les
autres cas, l’algorithme transforme la chaîne de Markov en rendant absorbant les états
décrits précédemment, puis il calcule la probabilité dans cette chaîne d’atteindre les
états qui satisfontχ devenus des composantes fortement connexes puits. Le calcul de
cette probabilité a été décrit dans la section 8.2.2 et il estillustré par la figure 8.3.s
est alors étiqueté parφ ssips ⊲⊳ a.

8.3.3. Vérification dePLTL

Etant données une DTMCM et une formuleφ de PCTL, on remarque queφ est
soit une proposition atomique, soitP⊲⊳aϕ où ϕ est une formule de chemin obtenue
à partir des opérateursX ,U et des propositions atomiques. Dans le premier cas la
vérification est triviale. Aussi nous allons détailler le deuxième cas.

Comme précédemment, le principe de cette vérification consiste à évaluer les sous-
formules deϕ en remontant l’arbre syntaxique de la formule. Cependant, après chaque
évaluation, l’algorithme transformeà la fois la DTMC et la formulede telle façon
que la formule finale est une proposition atomique qui s’évalue immédiatement. La
transformation de la formule substitue à une sous-formuleϕ′ une nouvelle proposition
atomique notée[ϕ′].

La transformation de la DTMC est plus complexe. Nous la décrivons dans le cas
le plus difficile où la sous-formuleϕ′ ≡ ψUχ. Chaque états t.q. 0 < Pr(σ |= ϕ′ |
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Figure 8.3: Calcul deP⊲⊳aψUχ

s0 = s) < 1 (cette probabilité étant calculée dans la DTMC courante, dite chaîne
originelle) est dupliqué en deux étatssy étiqueté par[ϕ′] et sn non étiqueté par[ϕ′].
Les autres états sont étiquetés selon la valeur de cette probabilité (0 or 1).

La spécification des probabilités de transition entre étatsse fait ainsi :

– Les probabilités entre états de la chaîne originelle sont inchangés.

– Pour les états dupliqués, notonspy(s) = Pr(σ |= ϕ′ | s0 = s) et pn(s) =
1 − py(s). La probabilité de transition d’un états′ de la chaîne originelle verssy

(resp.sn) est celle des′ verss dans la chaîne originelle multipliée parpy(s) (resp.
pn(s)).

– Il y a uniquement des transitions desy (resp.sn) vers des étatss′y (resp.s′n)
ou vers des étatss′ de la chaîne originelle t.q.py(s′) = 1 (resp.pn(s′) = 1).
Les probabilités associées sont définies parP′[sy, s′y] = P[s, s′]py(s′)/py(s) et
P ′[sy, s′] = P [s, s′]/py(s) et de manière similaire pour les étatssn.

Afin de compléter la spécification de la transformation, il faut définir la probabilité
de démarrer dans l’étatsy (resp.sn) sachant que l’on démarre dans l’états. Cette
probabilité conditionnelle estpy(s) (resp.pn(s)).

Nous illustrons la transformation de la chaîne sur la figure 8.4 pour la sous-formule
ψUχ. Les probabilitéspy(s) et pn(s) sont calculées par le même procédé que pour
PCTL.
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Figure 8.4: Transformation de chaîne pourPLTL

La correction de cette construction s’établit à partir des observations suivantes. On
noteM′ la chaîne transformée. Un chemin est ditnormal s’il rencontre infiniment
souvent les états non dupliqués que l’on noteraSo. D’après la définition d’un état
dupliqué, l’ensemble des chemins normaux est de mesure 1 dansM et dansM′. Aussi
dans la nouvelle chaîne,Pr(σ |= ϕ′ ⇔ σ |= [ϕ′]) = 1 puisque cette équivalence est
vraie pour les chemins normaux. On démontre par induction que si ϕ(ϕ′ ← [ϕ′])
désigne la formuleϕ dans laquelleϕ′ a été remplacée par[ϕ′] alorsPr(σ |= ϕ ⇔
σ |= ϕ(ϕ′ ← [ϕ′])) = 1.

Notations.So désigne l’ensemble des états non dupliqués. Soitσ = s0, s1, . . . un che-
min infini, σ[i, j] désigne le chemin finisi, . . . , sj etσ[i] désigne l’étatsi.Path(s, s′)
avecs ∈ S et s′ ∈ So désigne l’ensemble des chemins finiss0, . . . , sn avecs0 =
s, sn = s′ et∀i < n si 6∈ So. Remarquons que sis ∈ So alorsPath(s, s) se réduit au
chemins etPath(s, s′) = ∅ lorsques 6= s′.

Définissons la fonction d’abstractionabs des états deM′ t.q.abs(sy) = abs(sn) =
s et abs(s) = s pour touts ∈ So. Cette fonction d’abstraction s’étend aux che-
mins. Nous affirmons que pour tout chemin finiσfin = s0, . . . , sn deM t.q.σfin ∈
Path(s0, sn) (et doncsn ∈ So), on a l’égalité :

PrM′ ({σ | abs(σ[0, n]) = σfin} | abs(σ[0]) = s0) = PrM({σ | σ[0, n] = σfin} | σ[0] = s0) (8.6)

Nous avons indicé les probabilités par les chaînes afin d’éviter les ambiguïtés.

Nous prouvons cette égalité dans le cas oùpy(sn) = 1 (l’autre cas est analogue).

PrM′({σ | abs(σ[0, n]) = σfin} | abs(σ[0]) = s0)
= PrM′({σ | σ[0, n] = sy0, . . . , s

y
n−1, sn} | abs(σ[0]) = s0)

= py(s0)P[s0, s1]
py(s1)
py(s0)

. . .P[sn−1, sn]
1

py(sn−1)
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= P[s0, s1] . . .P[sn−1, sn]
= PrM({σ | σ[0, n] = σfin} | σ[0] = s0)
On notera cette quantitéP[σfin].

Définissons le processus stochastiqueMabs dont l’espace d’états est celui deM
obtenu par l’abstractionabs à partir deM′. LorsqueMabs démarre dans un état
so ∈ S0, elle se comporte comme la chaîneM démarrée enso (pour les spécialistes, il
s’agit d’une agrégation faible). Cette affirmation est une conséquence des trois égalités
qui se démontrent par récurrence surn :

∀s ∈ So, PrM′ ({σ | σ[n] = s} | σ[0] = so) = PrM({σ | σ[n] = s} | σ[0] = so)

∀s ∈ S \ So, PrM′ ({σ | σ[n] = sy} | σ[0] = so) = py(s)PrM({σ | σ[n] = s} | σ[0] = so)

∀s ∈ S \ So, PrM′ ({σ | σ[n] = sn} | σ[0] = so) = pn(s)PrM({σ | σ[n] = s} | σ[0] = so)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la correctionde la construction.
PrM({σ | σ |= ϕ} | σ[0] = s)
=

∑
s′∈So

∑
σfin∈Pathso(s,s′) P[σfin]PrM({σ | σfinσ |= ϕ} | σ[0] = s′)

Cette décomposition est valable car elle correspond à une union finie ou dénombrable
de sous-ensembles disjoints dont la mesure cumulée est 1.
=

∑
s′∈So

∑
σfin∈Pathso(s,s′) P[σfin]PrMabs({σ | σfinσ |= ϕ} | σ[0] = s′)

D’après le résultat d’agrégation faible.
=

∑
s′∈So

∑
σfin∈Pathso(s,s′) P[σfin]PrM′({σ | σfinσ |= ϕ} | σ[0] = s′)

Car la satisfaction de la formule ne dépend que de l’abstraction.
= PrM′({σ | σ |= ϕ} | abs(σ[0]) = s)
En utilisant l’équation 8.6 et la décomposition appliquée aux chemins deM′.
= PrM′({σ | σ |= ϕ(ϕ′ ← [ϕ′])} | abs(σ[0]) = s)
En raison des observations relatives aux chemins normaux.

8.3.4. Vérification dePCTL∗

Etant données une DTMC et une formuleφ dePCTL∗, l’algorithme de vérifi-
cation procède dans l’arbre syntaxique de la formuleφ par évaluation successive des
sous-arbres deφ correspondant aux formules dePLTL et en étiquetant chaque état
avec les sous-formules qu’il vérifie et en substituant à la sous-formule une proposition
atomique. Ainsi chaque étape de l’algorithme évalue une formule dePLTL.

8.4. Vérification de chaînes de Markov à temps continu

Les indices de perfomances sont définis le plus souvent dans le cadre du temps
continu. Aussi nous commençons cette section par une discussion sur les indices qui
conduit à motiver l’usage d’une logique temporelle.
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8.4.1. Limites des indices de performance standard

Les indices de performance définis lors de la section 8.2.1 apportent des informa-
tions précieuses au concepteur du système. Cependant ils nerépondent pas à tous les
besoins en terme d’évaluation. Illustrons ce point à l’aidede l’exemple de la disponi-
bilité d’un service. Voici quelques propriétés relatives àce concept :

– Garantie de disponibilitéinstantanéeen régime transitoire. Il s’agit de la proba-
bilité à un instantτ de la disponibilité du service.

– Garantie de disponibilité instantanée en régime stationnaire. Il s’agit de la pro-
babilité à un instant donné de la disponibilité du service enrégime stationnaire.

– Garantie de disponibilitédans la duréeen régime transitoire. Il s’agit de la pro-
babilité que le service soit constamment disponible entre deux instantsτ et τ ′.

– Garantie de disponibilité dans la durée en régime stationnaire. Il s’agit de la
probabilité que le service soit constamment disponible entre deux instants en régime
stationnaire. Puisque le processus est en régime stationnaire. Cette mesure ne dépend
que la durée de l’intervalle constitué des deux instants.

– Garantie de disponibilité et de temps de réponse en régime stationnaire. Il s’agit
la probabilité qu’après une requête, le service soit fonctionnel jusqu’à la réponse et
que le temps de réponse n’excède pas une borne donnée.

Si les deux premières propriétés se déduisent facilement des distributions station-
naires et transitoires, il n’en est pas de même des autres. Onpourrait imaginer un
algorithme ad hoc pour chacune de celles-ci. Mais, il est plus judicieux d’introduire
une logique afin d’exprimer des indices de performance complexes et de concevoir un
algorithme général d’évaluation de formules de cette logique.

8.4.2. Une logique temporelle pour les chaînes de Markov à temps continu

La logique temporelle CSL («Continuous Stochastic Logic»)que nous allons dé-
tailler est une adaptation de la logique CTL («Computation Tree Logic» [EME 80])
aux chaînes de Markov à temps continu. Elle exprime des formulesqui s’évaluent sur
les étatset dont la syntaxe est la suivante. Ici, nous suivrons principalement l’approche
de [BAI 03a].

Définition 3. Une formule de CSL est définie inductivement par :

– Siφ ∈ P alorsφ est une formule de CSL ;

– Siφ etψ sont des formules de CSL alors¬φ etφ∧ψ sont des formules de CSL ;

– Si φ est une formule de CSL,a ∈ [0, 1] est un réel,⊲⊳∈ {<,≤, >,≥} alors
S⊲⊳aφ est une formule de CSL ;

– Siφ etψ sont des formules de CSL,a ∈ [0, 1] est un réel,⊲⊳∈ {<,≤, >,≥} et
I est un intervalle deIR≥0 alorsP⊲⊳aX Iφ etP⊲⊳aφUIψ sont des formules de CSL.
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Seule l’interprétation des deux derniers points nécessitequelques explications. La
formuleS⊲⊳aφ est satisfaites pars un état de la chaîne si, pour le processus démarré
en s, la probabilité stationnaire cumulée (disonsp) des états qui satisfontφ vérifie
p ⊲⊳ a. L’évaluation de cette formule est bien définie car pour une CTMC finie, une
distribution stationnaire existe toujours. Notons que l’évaluation de cette formule est
indépendante de l’état considéré si la chaîne est ergodique.

Une réalisation du processus stochastique satisfaitX Iφ si le premier changement
d’état a lieu dans l’intervalleI et l’état atteint vérifieφ. Un états satisfaitP⊲⊳aX Iφ
si la probabilité (disonsp) qu’une réalisation du processus démarré ens satisfasse la
contrainte énoncée vérifiep ⊲⊳ a.

Une réalisation du processus stochastique satisfaitφUIψ s’il existe un instantτ ∈
I tel queψ soit satisfait et qu’à tous les instants précédentsφ soit satisfait. Un états
satisfaitP⊲⊳aφUIψ si la probabilité (disonsp) qu’une réalisation du processus démarré
ens satisfasse la contrainte énoncée vérifiep ⊲⊳ a.

A titre d’exemple, nous formalisons maintenant les propriétés de disponibilité
énoncées plus haut.

– Garantie de disponibilité instantanée en régime transitoire de99% :

P≥0.99trueU
[τ,τ ]disp

oùdisp est une proposition atomique indiquant si le service est disponible.

– Garantie de disponibilité instantanée en régime stationnaire de99% :

S≥0.99disp

– Garantie de disponibilité dans la durée en régime transitoire de99% :

P<0.01trueU
[τ,τ ′]¬disp

– Garantie de disponibilité dans la durée en régime stationnaire de99% :

S<0.01trueU
[τ,τ ′]¬disp

– Garantie de disponibilité et de temps de réponse (3 unités de temps) en régime
stationnaire de99% :

S≥0.99(req ⇒ P≥0.99(dispU
[0,3]acq))

oùreq est une proposition atomique indiquant une réception de requête etacq est une
proposition atomique indiquant une réponse à une requête. On notera qu’en réalité
les deux occurrences de 99% n’ont pas la même signification. Celle correspondant à
l’opérateur interne est une exigence sur le comportement duprocessus démarré en un
état particulier tandis que la deuxième occurrence est une exigence globale sur les états
pondérée par une distribution stationnaire.A priori, des valeurs différentes d’exigence
auraient pu être spécifiées.
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8.4.3. Algorithme de vérification

Etant données une CTMC et une formuleφ de CSL, l’algorithme de vérification
procède par évaluation successive des sous-formules deφ en «remontant» l’arbre syn-
taxique de la formuleφ des feuilles à la racine et en étiquetant chaque état avec les
sous-formules qu’il vérifie. Ainsi chaque étape de l’algorithme évalue une formule
en interprétant les opérandes de l’opérateur le plus externe comme des propositions
atomiques.

Nous sommes donc conduits à étudier chaque opérateur.

φ = ¬ψ L’algorithme étiquette avecφ chaque état non étiqueté avecψ.

φ = ψ ∧ χ L’algorithme étiquette avecφ chaque état étiqueté avecψ etχ.

φ = S⊲⊳aψ L’algorithme calcule la distribution stationnaire du processus démarré en
s (ainsi qu’indiqué à la section 8.2.3). Puis il cumule les probabilités des états étiquetés
parψ et étiquettes avecφ si la quantité obtenue (disonsp) vérifiep ⊲⊳ a. Notons que
pour les états d’une c.f.c. puits, un seul calcul est nécessaire pour tous les états de
la c.f.c. De même, si la CTMC admet une unique distribution stationnaire alors la
formule a une valeur de vérité indépendante de l’état.

φ = P⊲⊳aX
Iψ Soit un états, l’occurrence de la prochaine transition dans l’inter-

valleI et la satisfaction deψ par l’état atteint sont deux événements indépendants. La
probabilité recherchée est donc le produit de la probabilité de chacun de ces événe-
ments. NotonsI = [τ, τ ′] ; nous supposons ici sans perte de généralité que les inter-
valles sont fermés. En effet, en raison de la continuité des distributions, le fait que les
bornes supérieures et inférieures de l’intervalle en fassent partie n’a pas d’incidence
sur l’évaluation de la formule. SoitQ le générateur infinitésimal de la chaîne etP la
matrice de transition de la chaîne incluse, alors la probabilité du premier événement
est donnée pareτQ[s,s] − eτ

′Q[s,s] tandis que celle du second événement est donnée
par

∑
s′�ψ P[s, s′].

φ = P⊲⊳aψU
Iχ L’évaluation de cette formule consiste essentiellement à effectuer

une analyse transitoire de chaînes obtenues par des transformations élémentaires à
partir de la chaîne originelle. Ainsi soitX une chaîne, alorsXφ est la chaîne obtenue
en rendant absorbants les états qui vérifientφ. Afin de simplifier la présentation, nous
étudions les différents types d’intervalle.

– φ = P⊲⊳aψU
[0,∞[χ. Dans ce cas, la réalisation du processus doit rester dans des

états qui vérifientψ jusqu’à ce qu’un état vérifiantχ soit atteint et ceci sans contrainte
de temps. Autrement dit, on suit le comportement de la chaînejusqu’à ce qu’on ren-
contre un état qui vérifie¬ψ ∨ χ. Etudions la chaîneX¬ψ∨χ. Si une c.f.c. puits de
cette chaîne contient un état qui vérifieχ alors la probabilité recherchée est 1 pour
tous les états de cette c.f.c. (car tous les états d’une c.f.c. puits sont récurrents) sinon
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cette probabilité est nulle. Appelons une c.f.c. associée àune probabilité 1, une “bon-
ne” c.f.c. Par conséquent, la probabibilité recherchée pour les états restants est égale
à la probabilité d’atteindre un état d’une bonne c.f.c. Cette probabilité ne dépend que
de la chaîne incluse deX¬ψ∨χ et son calcul a déjà été décrit à la section 8.2.2.

– φ = P⊲⊳aψU
[0,τ ]χ. Dans ce cas, la réalisation du processus doit rester dans

des états qui vérifientψ jusqu’à ce qu’un état vérifiantχ soit atteint et ceci au plus
tard à l’instantτ . Autrement dit on suit le comportement de la chaîne jusqu’à ce
qu’on rencontre un état qui vérifie¬ψ ∨ χ. La probabilité à calculer est donc égale à
Pr(X¬ψ∨χ(τ) � χ | X¬ψ∨χ(0) = s).

– φ = P⊲⊳aψU
[τ,τ ]χ. Dans ce cas, la réalisation du processus doit rester dans des

états qui vérifientψ durant l’intervalle[0, τ ] et de plus vérifierχ à l’instant τ . On
néglige la possibilité d’un changement d’état à l’instantτ car sa probabilité est nulle.
Par conséquent, la probabilité à calculer est égale àPr(X¬ψ(τ) � ψ ∧ χ | X¬ψ(0) =
s).

– φ = P⊲⊳aψU
[τ,∞[χ. Dans ce cas, la réalisation du processus doit rester dans

des états qui vérifientψ durant l’intervalle [0, τ ] puis à partir de l’état atteint
s à l’instant τ verifier la formuleψU [0,∞[χ. La probabilité recherchée est donc∑
s′�ψ Pr(X¬ψ(τ) = s′ | X¬ψ(0) = s) · π(s′) où π(s′) est calculée suivant la

procédure du premier cas.

– φ = P⊲⊳aψU
[τ,τ ′]χ. Un raisonnement similaire au cas précédent conduit la for-

mule suivante pour la probabilité recherchée :
∑
s′�ψ Pr(X¬ψ(τ) = s′ | X¬ψ(0) =

s) · Pr(X¬ψ∨χ(τ ′ − τ) � χ | X¬ψ∨χ(0) = s′).

8.5. Panorama de la vérification quantitative de chaînes de Markov

Historiquement, la vérification des chaînes à temps discreta précédé celle des
chaînes à temps continu. La première approche de vérification de formules LTL sur
des DTMC (proposée dans [VAR 85]) est conceptuellement simple : traduire la for-
mule en un automate de Büchi, puis déterminiser cet automateen un automate de
Rabin, effectuer le produit synchronisé de cet automate avec la DTMC ce qui conduit
à une nouvelle DTMC sur laquelle une variante de l’analyse vue à la section 8.2 four-
nit la probabilité recherchée. Cependant la complexité de cet algorithme est double-
ment exponentielle relativement à la taille de la formule. Dans [COU 95], les auteurs
construisent aussi une nouvelle DTMC en raffinant itérativement la DTMC initiale par
une analyse des opérateurs de la formule. Ceci conduit à une procédure simplement ex-
ponentielle. Ils démontrent de plus qu’il s’agit là de la complexité optimale. C’est cette
approche que nous avons suivie à la section 8.3.3. Un troisième algorithme [COU 03]
traduit aussi la formule en un automate de Büchi. Cependant le choix de l’algorithme
de traduction permet d’évaluer la probabilité associée à laformule directement à par-
tir du produit synchronisé de l’automate et de la DTMC. Cetteméthode a aussi une
complexité théorique optimale et se comporte mieux dans lescas pratiques que la
précédente.
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Une technique classique d’analyse des modèles de performance consiste à asso-
cier des «récompenses» aux états et/ou aux transitions d’une chaîne et de calculer des
indices de performance relatifs à ces récompenses. Afin d’étendre la portée de la véri-
fication probabiliste à ce type de modèle, une nouvelle logique PRCTL est introduite
dans [AND 03] accompagnée d’un algorithme d’évaluation de formules.

Les premiers travaux significatifs relatifs aux CTMC ont étéétablis dans [AZI 96,
AZI 00]. Il y est démontré que la vérification de formules CSL sur les CTMC est déci-
dable. Cependant l’algorithme correspondant est extrêmement complexe car il «s’in-
terdit» les approximations que nous avons implicitement faites lors des calculs du
paragraphe précédent.

De fait, même avec la méthode décrite plus haut, le calcul peut s’avérer impra-
ticable pour des CTMC de grande taille. Une approche efficacepour faire face à ce
problème consiste à tirer profit de la modularité de la spécification. On cherche alors
à remplacer un module par un module plus petit mais équivalent vis à vis de la for-
mule à vérifier. On procède ensuite à la vérifcation du modèlecomposé des modules
réduits. Cette démarche initiée par [BAI 03a] a été généralisée dans [BAI 03b] où de
nombreuses formes d’équivalence sont étudiées.

La logiqueCSL que nous avons introduite dans la section 8.4.2 présente deux li-
mitations majeures. D’aune part, les formules de chemin ne portent que sur les états
et ne peuvent exprimer qu’un changement d’état. D’autre part, les contraintes tempo-
relles sont définies par un intervalle ce qui limite considérablement l’expression de
contraintes de temps multiples le long d’un chemin. Le premier inconvénient a été
résolu dans [BAI 04] car les opérateurs sont remplacés par une expression régulière
portant à la fois sur les états et les actions conduisant à unelogique appeléeasCSL.
Une approche radicalement différente est proposée dans [DON 07], puisque les for-
mules sont exprimées à l’aide d’un automate temporisé déterministe à une horloge.
Les auteurs démontrent que cette logique, notéeCSLTA étend strictementCSL et
qu’elle est au moins aussi expressive queasCSL. De plus, son algorithme d’éva-
luation ne repose pas sur la construction de chaînes ad hoc mais sur la construction
d’un processus de renouvellement markovien et l’étude de lachaîne discrete incluse
associée à ce processus.

Une approche radicalement différente pour réduire la complexité de la vérification
est proposée dans [YOU 06]. Supposons que nous devions vérifier la formuleP≤aφ,
nous pouvons générer des exécutions aléatoires et calculerle ratio des exécutions qui
vérifientφ ; en vertu de résultats classiques de probabilité, cette valeur tend vers la pro-
babilité recherchée. Lorsque l’évaluation de la formuleφ ne requiert qu’une exécution
temporellement bornée, cette méthode est particulièrement efficace.
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