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RESUMELe model checking statistique est une alternative int@rggsau model checking numé-
rique lorsque les modéles probabilistes étudiés sont degmr@nde taille. Cependant I'approche
statistique ne permet pas d'évaluer les probabilités deméments rares. Afin de résoudre ce
probléme, nous développons ici une nouvelle approche lssdéchantillonnage préférentiel.
Alors que la plupart des techniques d’échantillonnage gneditiel sont basées sur des heuris-
tiques, nous établissons des résultats théoriques. May®mertaines hypothéses, ces résultats
garantissent une réduction de la variance lors de I'apgiiga de I'échantillonnage préféren-
tiel. Nous caractérisons des situations qui vérifient lgsdtlyeéses et étendons notre approche
dans les autres situations mais cette fois-ci sans garahgerique. Nous avons implémenté
cette approche a l'aide de 'outiCosmosaprés avoir ajouté des fonctionnalités. Enfin nous
présentons I'évaluation de notre méthode sur deux exeraplaglysons les expérimentations.

ABSTRACTT he statistical model checking can be usefully substitittledumerical model check-
ing when the models to be studied are huge. However thetitatiapproach cannot evaluate
too small probabilities. In order to solve the problem, weealep here a new approach based on
importance sampling. While most of the techniques relatéthportance sampling are based
on heuristics, we establish theoretical results under sbypotheses. These results ensure a
reduction of the variance during application of importargampling. We also characterize sit-
uations that fulfill the hypotheses and we extend our apprdachandling other situations but
then without theoretical guarantee. We have implementiscagiproach with the toodCosmos
after some extensions. At last we have evaluated this apiprima two examples and analysed
the experimentations.
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1. Introduction

Contexte.Le model-checking (Emersat al., 1980) s’avére une technique efficace et
rigoureuse de vérification automatique des propriétéssegyour le fonctionnement
correct de systemes a évenements discrets. Sa simpligiiétamique a permis le
développement de nombreux outils. Au départ restreint &ldication de propriétés
qualitatives, il s’est peu a peu étendu aux aspects qutiistitécessaires a I'évaluation
des performances des systémes, en particulier la possitliprendre en compte des
aspects probabilistes (Kwiatkowskaal., 2007; Baieret al., 2008).

Les techniques numériques pour I'analyse quantitativeyd@mes probabilistes
restent efficaces et précises mais supposent des hypottergegignantes, souvent
non vérifiées, sur le systéme et sur la propriété. Pour dépasscadre restreint, on
utilise une approche statistique. On crée par simulatiogalmantillon suffisamment
important de comportements du systeme afin d’estimer lagotiop de comporte-
ments vérifiant la propriété requise. Le résultat obtenstrge’un encadrement pro-
babiliste de la quantité recherchée, mais la simplicitéritiymique de la démarche
permet de 'utiliser dans un contexte plus vaste (Legjegl., 2010).

Néanmoins, cette approche ne permet pas d’estimer la fnéguies comporte-
ments dits rares (c’est a dire ayant une probabilité tréefpiCeux-ci sont quasiment
inobservables par simulation. Il est pourtant crucial dlgser quantitativement de
tels comportements lorsque ceux-ci ont des conséquenarmtques. Pour obtenir
tout de méme un résultat, deux démarches sont utiliséesatistigues (Rubinaet
al., 2009), celle ddranchement multi-niveawst celle déchantillonnage préférentiel

Contribution. Nous utilisons la technique d’échantillonnage préfésplus simple
et théoriquement plus précise) pour proposer une méthodwdel-checking d’éve-
nements rares. Notre méthode consiste a réduire de fagaligemnte la chaine de
Markov sous-jacente afin de créer un modéle simplifié sudkegucalcule un champ
de probabilités, a la base d’un échantillonnage préfakemticontrario de la plupart
des méthodes, nous donnons un cadre théorique suffisangamumtir la réduction
de la variance. Notre méthode peut aussi s’appliquer hocg dadre mais sans cette
garantie. Pour I'expérimenter, nous I'avons implémentéaide de I'outil de model
checking statistique @€mos, en utilisant I'outil liRism comme outil de calcul numé-
rique. Le modele en entrée est celui des réseaux de Pethestiques et la quantité
a évaluer s’exprime comme une formule de la logique HASL I¢Bili et al, 2011).
Nous avons testé notre méthode sur deux exemples, le premsg@ré de la ruine des
joueurs, le second sur le modéle du diner des philosophesesudeux exemples,
nous obtenons des résultats hors de portée des outilsrgsgidtbous en étudions aussi
les limitations.

Organisation. Aprés une présentation de nos motivations dans le paragraple
cadre formel et la justification théorique de la méthode poésentées dans le para-
graphe 3. Le paragraphe 4 est consacré a I'implémentatida deéthode a I'aide

de l'outil Cosmos Le paragraphe 5 décrit nos expériences numériques sur deux
exemples et comparent les résultats expérimentaux a ceemwba I'aide d’'un mo-
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del checker classique gsM). Le paragraphe 6 conclut en apportant des perspectives.
Une annexe (omise dans la version finale) développe les @sale/nos propositions.

2. Motivation et état de I'art

Le model-checking de systémes probabilistes est a la cpenee des méthodes de
vérification et de I'évaluation de performances. On soetejiriori vérifier que la pro-
babilité de défaillance de I'alarme lors d’'une panne d’umposant est suffisamment
faible ou estimer le temps moyen de délivrance d'un paquésg@usieurs collusions
d'un protocole de communication. Ces propriétés quaiviatsont specifiées dans
des logiques qui permettent de comparer les probabilités ehsemble d’exécutions
qui vérifient une propriété particuliere avec un seGiS() ou, plus généralement, de
calculer I'espérance d’'une variable aléatoire sur I'ertderdes exécutions éventuel-
lement conditionnée par la satisfaction d’une formule dggoe HASL).

Une premiére approche, dite numérique, permet a partiredteprésentation de
haut niveau du systéme de calculer exactement ou de facoociyde avec des al-
gorithmes itératifs cette probabilité. Elle suppose ddefpropriétés sur le sys-
teme considéré; il doit pouvoir étre modélisé formellemémiplus souvent de fa-
¢on markovienne (sans mémoire) sous la forme d’'une chairdatkov (ou plus
généralement d'un processus de décision markovien)(Biahal, 1995; Baieret
al., 2000), ou semi-régénératif(Amparateal,, 2010). Lorsqu’elle est applicable, elle
fournit un résultat fiable et précis, elle est implémentéaesddes outils performants
[Prism (Kwiatkowskaet al., 2002), LiQuor (Ciesinsket al, 2006), MRMC (Katoen
et al, 2009)]. Néanmoins, en raison de I'explosion combinatsimas-jacente, sa
consommation de mémoire limite significativement la tailess modéles ainsi ana-
lysables.

Pour outrepasser cette contrainte, I'approche statestigt utilisée : selon la mé-
thode de Monte-Carlo, le modéle est simulé un grand nombfeisl@ans le but de
créer un échantillon d’observations suffisant pour estice¢tie probabilité. Le résul-
tat n'est plus qu’une estimation probabiliste d’'un encadst de la quantité recher-
chée (intervalle de confiance (Dagnelie, 2007)). Le systéonsidéré doit aussi étre
doté d’'une sémantique formelle en terme de processus stigle mais le cadre
semi-régénératif n’est pas nécessaire. Vis-a-vis de lie @it modéle, I'approche
numeérique croit exponentiellement alors que 'approch#ssique croit proportion-
nellement. La méthode présente aussi I'avantage d’etsegiié¢ment parallélisable.
Cette approche est aussi implémentée dans de nombreux [@dgmos (Ballarini
et al, 2011), GeearspN (Chiola et al,, 1995), Rism (Kwiatkowskaet al, 2002),
UppaAL (Bengtssoret al., 1995), VESTA (Seret al, 2005), Yver (Younes, 2005)].

Le model-checking probabiliste s'avére crucial pour degnéwments significa-
tifs, dont les conséquences seraient désastreuses (p@mames, ruine financiére...),
mais de trés faibles probabilités (par exemple, de I'orérd ?). De tels événements,
ditsrares, ne sont pas observables par simulation ; un estimateur aéeMoarlo naif,
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testant un nombre raisonnablement limité de simulationsiddéle, ne peut fournir
un résultat pertinent. lllustrons ce point a I'aide d’unmyde numérique. Supposons
que I'on cherche a calculer une probabilité= 10~13 et que I'on décide de générer
1019 trajectoires. Avec une probabilité supérieur@ 209 le résultat obtenu sera égal
a 0 ne fournissant ainsi aucune information pertinenteasualeur dep et avec une
probabilité inférieure &.001, le résultat obtenu sera supérieur ou égel a'° une es-
timation grossiérement erronée. Il devient donc nécesdairecourir a des techniques
ditesd’accélération(Rubinoet al,, 2009).

La méthode déranchement multi-niveausu splitting (L'Ecuyer et al., 2006),
consiste ainclure I'événement rare dans une suite déardesd'événements interme-
diaires de plus en plus rares, appeaiésaux et a dupliquer ou au contraire éliminer
les simulations selon que I'événement de niveau suivardtésnt ou non, jusqu’au
dernier niveau correspondant a I'évenement critique. Iss@ge d’'un niveau a I'autre
correspond a un conditionnement. La méthodeeHantillonnage préférentielu im-
portance samplingGlynnet al,, 1989), consiste a effectuer les simulations en modi-
fiant la distribution, pour lequel I'événement étudié n’pas rare, et a pondérer les
simulations obtenues de fagon a corriger le biais introduit

Ces deux techniques exigent une connaissance approfomdigsteme, afin de
déterminer des stratégies efficaces; le choix des niveauxlpgremiére, le choix
de la distribution pour la seconde. Une stratégie optimstipessible mais requiert la
connaissance de la solution (classiquement caractérisda pullité de la variance),
la rendant inapplicable. Aussi pour la premiére technidiexpression de la variance
de 'estimateur suggere de choisir un grand nombre de miveédais cela augmente
le colt de la mise en oeuvre de fagon importante et nuit netted son efficacité.
La seconde présente I'avantage d'étre plus simple a mettoeevre. La caractéri-
sation de la solution optimale permet d’obtenir des heqrists performantes pour
certaines classes de problémes : L'échantillonnage @diét peut étre fait au niveau
du modéle $tatiqug ou au niveau de la chaine de Markov sous-jacemadmiqug
Afin de comparer ces différentes méthodes, on introduitaleslies de systemes a un
parameétre (le nombre de clients dans une file d’attente, ygmgle), et I'efficacité
est mesurée en terme d’optimalité asymptotique. De BoeBdae, 2006) a démontré
que la méthode statique ne peut construire des estimatsymmgtotiquement opti-
maux, méme dans des cas trés simples. La méthode dynamiduieg&n, 2002)
suppose de conserver la taille de I'espace des états, cetijailes avantages de I'ap-
proche statistique. Pour atteindre une certaine optiéaliest possible de calculer
dans I'enveloppe convexe d’un nombre fini de distributiamg distribution optimale
pour chacun des états (Dupeisal,, 2007). D'autres approches empiriques s’avérent
efficaces (Heegaast al,, 2007).
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3. Approche générique
3.1. Rappels

Definition 1 Une chaine de Markov a temps discret (DTMG)est définie par un
espace d’état§, un état initial sy, une matrice de transitio® de dimensiorb x S.
L'état de la chaine a I'instant est une variable aléatoiré(,, définie inductivement
parPr(Xy = so) = 1etPr(X,y1 =5 | X, =) =P(s,5).

En réalité, le modélisateur ne définit pas directement uatell mais spécifie un
modéle de plus haut niveau! (réseau de files d'attentes, réseau de Petri stochastique,
etc) doté d’une sémantique formelle dont le résulta€est

Dans le contexte du model checking, les états de la chabmnt étiquetés par
des propositions atomiques et on évalue typiquement laapibité qu’un état satis-
fasse une formule de logique temporelléb ou U est I'opérateutdntil et a, b sont
des propositions atomiques. Afin d’évaluer cette prohb#hii est transformée de la
facon suivante : les états qui satisférgont fusionnés en un étabsorbants (i.e.
P(sy,s4) = 1), les états qui satisfonta A —b et ceux qui satisfori A —b mais ne
permettent pas d’'atteindrg. sont fusionnés en un état absorbant La deuxiéme
condition est détectable par un calcul des composantesiiertt connexes du graphe
sous-jacent a la chaine. Une fois cette transformatioctefée, de tout état, la pro-
babilité d’atteindres . ou s_ est égale a 1. La probabilité recherchée est alors la pro-
babilité d'atteindres,. .

La méthode statistique consiste a géndtetrajectoires de la chaine qui se ter-
minent par I'un des états absorbants. Notéhs le nombre de trajectoires se termi-

nant dans I'étak, . La variable aléatoirel’;—+ a pour espérancg et pour variance

% et écart-typeq / %. Ainsi lorsqueK tend vers l'infini, cette variance tend vers
0. A l'aide des méthodes usuelles sur les variables binaitast données une largeur
d’intervalle de confiancé et un seuil de probabilité, on en déduit le nombr& de
trajectoires nécessaires pour calculer un intervalledelasd tel quep appartienne a
cet intervalle avec une probabilité supérieutde-ac.

Nous nous plagons ici dans le cadrepo& 1 ce qui rend la méthode inapplicable
car le nombre de trajectoires a générer est trop importantsiKappelons maintenant
la méthode d’échantillonnage préférentiel afin de dimineerombre de trajectoires.
Cette méthode consiste a appliquer lors de la génératiarediajectoire une matrice
de transition modifié®’ avec la restriction :

P(s,s) >0=P'(s,8) >0Vs=s_ [1]

Autrement dit, la chaine transformée ne peut éliminer destti@ns excepté celle al-
lant verss_ mais peut ajouter de nouvelles transitions. La méthodetmeairun fac-
teur de correction, disonsinitialisé a 1 et mis a jour lors d’une transition— s’
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avecs’ # s_ de la maniére suivante < vs,—~—~. Lorsque la trajectoire atteint_,

la valeurde la trajectoire est 0 (comme preced>emment) tandis quédrsidztoire at-
teint s, alors la valeur de la trajectoire est égale & P’ = P alors la valeur d’'une
trajectoire qui atteing est égale a 1. On remarque ici qu’emprunter une transition
qui n'est pas présente dafisconduit & une valeur nulle. Par conséquent, il est plus
judicieux de n’ajouter que des transitions conduisant a

On noteV (resp.W; ) la variable aléatoire correspondant a la valeur d'unetraj
toire démarrantemdans la chaine initiale (resp. la chaine transformée).&fanition,
E(Vs,) = p. La proposition suivante démontre la validité de la méthode

Proposition 1 E(W,) = p.

Si la méthode est correcte, rien n’indique a priori commémttisir P’ afin de
diminuer la variance. La proposition suivante établit best théoriquement possible
d’obtenir une variance nulle! Notongs) la probabilité d'atteindre ;. a partir des

(et doncu(sp) = p).

Proposition 2 SoitP’ définie par

—Vstel queu(s) #0P’(s,s') = ‘;((S))P(s, ')

—Vstelqueu(s) =0P/(s,s") =P(s, s)
Alors pour touts, on aV (W;) = 0.

Bien évidemment, il ne s’agit que d’un résultat théoriquepmaur I'appliquer, il
faut connaitre la fonctiop, soit une information bien plus importante que la quantité
a évalueru(sg) ! L'objectif d’'un échantillonnage préférentiel est doncfdernir une
matriceP’ qui diminue la variance.

3.2. Méthode a réduction de variance garantie

Nous décrivons d’abord les éléments théoriques nécessail@ conception de
notre méthode puis nous décrivons ses étapes.

Développements théoriques.

Definition 2 Etant donnée une DTMC, une DTMCC* est dite uneéductionde C
par une fonctionf de S, versS*, I'espace des états d&, si en notant* = f(s_)
etst = f(sy ), les assertions suivantes sont vérifiées :

—f7Hst) = {s_}etf T (s}) = {s4}.
—s* ets+ sont des états absorbants qu’on atteint avec probabilité 1.

— Soitu*(s*) pours* € S*, la probabilité d’atteindres’, en partant des*. Alors
pour touts € S, onap*(f(s)) =0= u(s) =0.
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Deux étatss et s’ sont équivalents sf(s) = f(s’). Autrement dit,f ~! définit les
classes d’équivalence de cette réduction. Nous introdsisaaintenant I'hypothése
essentielle sur le « champ » de probabiljiésafin d’obtenir un échantillonnage pré-
férentiel & efficacité garantie dafis

Definition 3 SoientC une DTMC et* une chaine réduite paf. C* est uneéduction
a variance garantig pour touts € S tel queu*(f(s)) >0ona:

Z/L ,S/)Sl

565

Afin de simplifier les notationsg(s), pour s € S, désignera la quantité

ses & (f( ))P(s s'). Nous avons maintenant tous les éléments pour obtenir un
echantmonnage préférentiel efficace.

Definition 4 SoientC une DTMC e* une chaine réduite paf a variance garantie.
On définitP’ une matrice de transition su§ de la fagon suivante. Saite S :

— Sip*(f(s)) = 0 alors pour touts’ € S, P’(s,s") =P(s, s)

—Sip*(f(s)) > 0 alors pour touts” € S\ {s_},

P'(s,s") =L ((ff((s))))P(s s)etP/(s,s-)=1—-g(s)

La proposition suivante justifie le choix d&.

Proposition 3 SoientC une DTMC etC* une réduction a variance garantie de
L'échantillonnage préférentiel de la définition 4 a les priépés suivantes :

— Pour touts tel quep(s) > 0, W, est une variable aléatoire bivaluée a valeurs
dans{0, y*(f(s))}.
— Par conséquenti(s) < u*(f(s)) etV (W) = u(s)u* (f(s)) — 12 (s).

On s'intéresse a des événements raregi.€} < 1. Par conséquer¥ (W) ~
wu(s) et dans le cas d’une réduction a variance garantie, en sapppés)
w*(f(s)), on obtientV(Wy) =~ u(s)u*(f(s)). La variance est donc réduite d’un
facteur multiplicatify*(f(s)). Dans le cas le plus favorable (mais peu fréquent) ol
w(s) etp*(f(s)) ontun méme ordre de grandeur, la variance est encore plugeéd
Il s’agit maintenant de caractériser des situations oudac#on de variance est ga-
rantie. Dans la suite nous exhibons deux types de situdtepremier cas repose sur
la notion d’agrégation (forte).

Definition 5 SoientC une DTMC etC* une chaine réduite paf. C* est une agréga-
tiondeC si:

Vs*,s* € S* Vs e fl(s") Z P(s,s") =P(s*,s*)

s'ef=1(s*®)
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Le résultat suivant est 'une des nombreuses propriétéléemiile comportement
d’'une chaine et celui d'une chaine agrégée.

Proposition 4 SoientC une DTMC eiC* une agrégation d€. AlorsC* est une ré-
duction a variance nulle.

Notations. SoientC une DTMC etC* une chaine réduite par l'identité (par consé-
quentS* = S). Nous introduisons quelques notations utiles pour la gsdjon qui
caractérise le deuxiéme cas de garantie de réduction deeariPour tout,

— Com(s) estI'ensemble des transitions communésal aC* :
Com(s) = {s' | P(s,s') > 0AP*(s,s") > 0}.
h(s) =2 g ccom(s) P(5,5) €th™(8) = D0 ccom(s) P7(5,8")
— Inh(s) est 'ensemble des transitions @éabsentes dar:
Inh(s) ={s' | P(s,s') = 0AP*(s,s") > 0}.
— Ext(s) estI'ensemble des transitions communeg @dsentes daré" :
Ext(s) = {s' | P(s,s') > 0AP*(s,s") = 0}.

Proposition 5 SoientC une DTMC et’* une chaine réduite par I'identité. Supposons
que pour tous non absorbant tel qug(s) > 0 on ait :

—Vs' € Com(s) P(s,s")/h(s) = P(s,s")/h*(s)

—Vs' € Inh(s) p*(s) < p*(s")

—Vs' € Ext(s) p*(s) > p*(s')

AlorsC* est une réduction a variance garantie.

Principe de la méthode.

Le deuxiéme cas de garantie de réduction de variance semhl@ianintéressant
puisque les espaces d'états des deux chaines sont ident@pgendant, la méthode
proposée combine les deux cas. Soit un modéldont la sémantique est une DTMC
C. La méthode consiste en la suite d'étapes ci-dessous.

1) Spécifier un modéla1* dont la chaine associ€g est une chaine réduite par
l'identité a variance garantie, via la proposition/st* est un modéle intermédiaire
qui ne donnera pas lieu a des calculs.

2) Spécifier un modeld1*® dont la chaine associé@ est une chaine agrégée de
C*. Par la proposition 47* est une chaine réduite a variance nulle. On appellera dans
la suite M* le modelesimplifiéde M.

3) Calculer numériquement la fonctign.

4) Calculer statistiquement(sy) en utilisant I'échantillonnage préférentiel de la
définition 4.

Les deux derniéres étapes sont automatisables. La deugtape|'est aussi si le
formalisme spécifiant le modeéle dispose d’un algorithme p@ii analyse du modéle,
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calcule automatiquement une chaine agrégée. C'est le caggraple des réseaux de
Petri bien formés (Chiolat al,, 1993). Seule la premiére étape n’est pas automatisable
et requiert une analyse préalable du comportement du modgélgour établir les
transformations qui conduiront au model¢™ (voir le paragraphe 5).

3.3. Généralisation de la méthode

Nous généralisons notre méthode mais cette fois-ci samstade réduction de
la variance.

Definition 6 SoientC une DTMC eCC* une chaine réduite paf. On définitP’ une
matrice de transition suf de la fagon suivante. Soite S :
— Sip*(f(s)) = 0 alors pour touts’ € S, P’(s,s") =P(s, s)
—Sip*(f(s)) > 0etg(s) < 1alors pourtouts’ € S\ {s_},
P/(s,s') = i*(({f(é))))P(s, s')etP/(s,s_) =1—g(s)
— Sig(s) > 1, alors pour touts’ € S,

/ N w () /
P(s,5') = guriron B (5:8)

Par rapport a la méthode a réduction de variance garantisgymil’hypothése
g(s) < 1 n'est plus imposée, nous devons « normalis@®’¢s, s’) dans le cas dé-
favorable. Ceci conduit a la proposition suivante sur ldewa d’échantillonnage
possibles.

Proposition 6 SoientC une DTMC eC* une réduction d€. L'échantillonnage pré-
férentiel de la définition 6 a la propriété suivante : pourtauel queu(s) > 0, W
est une variable aléatoire & valeurs dafts} W [11*(f(s)), ool

N’ayant pas d’'information plus précise sur la distributamlV;, la précision de
I'évaluation statistique dépendra fortement de la forméadgueue de la distribution
deW; (voir le paragraphe 5.2 pour une analyse expérimentale geotééme).

4. Implémentation
4.1. Outils utilisés

Pour mener nos expérimentations nous avons utilisé unéomensodifiee de
Cosmos Cosmosest unModel Checkestatistique décrit dans (Ballariat al,, 2011),
il permet a la fois de faire du model checking et de I'évalwatie performance grace
a une logique basée sur un automate hybride linéaire. i@tlomme modéles des
réseaux de Petri stochastiques généralisés. Sa sémamejipse sur le produit de I'au-
tomate avec le modele, les trajectoires acceptées soes cgll permettent d’'atteindre
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un état final de I'automate.d@smogpermet d’estimer I'espérance de n’importe quelle
variable de I'automate hybride dans un état final.

Nous avons également utilisé le model checkersRpour calculer numérique-
ment le champ de probabilités dans le modele simplifié et poonparer les résultats
sur les petits systémes.

4.2. Implémentation de la méthode

Comme @smoautilise des modeles a temps continu, nous avons du adagéer |é
rement notre méthode. Au lieu de calculer les probabiligstcansitions on calcule
leurs taux. Soit un modeél#&1 de sémantiqué avec une matrice de transitidh Soit
M* un modeéle dont la chaine associ&eest une chaine agrégée d’'une chaine ré-
duite deC. SoitT'(x,y) le taux de la transition de versy dansM. On a I'égalité :

P(z,y) = % Notre méthode d’échantillonnage préférentiel est imglét@e
en utilisant les tauq™.
. 1*(y)
T*(x,y) = P(x,y) -
(0:) = Play) - o5
.5 ) = 0 si Yo, P(z,y) - p*(y) > p*(x)
T 1=, Pla,y) - 583 sinon

On peut remarquer qué&*® ne définit pas une distribution de probabilité quand
>y Play) -t (y) > po(z).
Pour calculer la valeur de chaque trajectoire nous avonsfi@@bsmospour qu'il

calcule le coefficienL.(z, y) = 15((2'72) = PT,(E”I’yJ) : ZZ TT.((;’ZZ)) pour chague transition
(z,y) de M.

L'automate de la figure 1 permet finalement de calculer lawales trajectoires.
L'automate reste dans I'étattant que I'état du systéeme n’est i ni s, a chaque
transition(x, y) la variablev est multipliée par le coefficient(z, y). Si le systeme
atteint I'états_ la variablev est remise &. Dans un état final, la variabteest donc
égale & si I'états_ est atteint et & la valeur de la trajectoire siest atteint.

L'échantillonnage préférentiel augmente le colt
de la simulation. Premiérement il faut calculer les
probabilités:* de M*, ce colt est polynomial dans
la taille de M*®. Ensuite & chaque transition prise
par le systeme il faut recalculer le taux de toutes v=1
les transitions actives. Pour le calcul du taux on
utilise une table de hachage pour retrouner Il
faut également parcourir toutes les transitions ac-
tives pour calculef™® (x, s_) dans le pire cas cela
ajoute un temps de calcul linéaire dans la taille ddgure 1. Automate calculantla
M & chaque transition prise. vraisemblance d’une trajectoire

v=Lv
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Figure 2. Le réseau de Petri modélisant la ruine paralléle

5. Expérimentations

Nous avons pratiqué des expérimentations sur deux modéies/stéme de ruine
paralléle illustre la méthode a réduction de variance geradn modéle du probleme
des philosophes pour lequel notre méthode ne garantit péduation de la variance.

5.1. Ruine paralléle

Le modele de ruine paralléle est décrit en figure 2. Seul leyouet ses inter-
actions avec le joueur+ 1 sont représentésVv joueurs se déplacent sur une ligne
de L cellules. Le joueui dans la cellulgj peut avancer en franchissant la transition
A; ; (de tauxp) si le joueuri + 1 n’est pas dans la cellulgou sii = N. Il peut
reculer en franchissant la transitié) ;_, de tauxg. Les joueurs ne se déplacent plus
lorsqu'ils sont dans la celluleou L. Ce modéle possedé" états. On s'intéresse a la
probabilité que plus de la moitié des joueurs atteignenslesllule L sachant qu'’ils
se situent initialement au milieu de leur ligne.

Ce modéle est un paradigme des problemes de tolérance angsgdans les-
quelles les joueurs sont les processus qui tentent d’adaoume tache. La tache
globale est accomplie lorsqu’au moins la moitié des pracessit réussi leur tache
en atteignant leur cellulé. Les processus peuvent subir des pannes qui les éloignent
de leur but allant jusqu’au blocage atteint en cellule_e modéle simplifié supprime
les contraintes entre les différents joueurs. Les compuatds des joueurs sont ainsi
indépendants. Un état du modéle est alors caractérisé panibere de joueurs dans
chaque cellule. Le systéeme a do| Zfl_l) états. La deuxiéme et la cinquieme co-
lonnes du tableau 1 soulignent la réduction du nombre d'étatreC etC*.

0. Les expérimentations ont été réalisées sur un ordinatg@rddun processeur a 1.86Ghz et
de 2Go de mémoire.
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N | taillede | p(init) T(s) taille de | p®(init) T pu(init) B T (sec)
C numérique c* u® (sec)| estimé simulation
5 7.5E5 | 1.884E-9 20 11628 | 1.444E-8 ~0 1.902E-09| 4.142E-11 1100
6 1.1E7 | 1.147E-12 435 38760 | 2.450E-11] =0 1.157E-12| 3.167E-14 930
7 1.7E8 # # 116280 | 5.712E-11 3 2.934E-12| 8.269E-14 1200
8 2.0E9 # # 319770 | 1.033E-13 14 1.885E-15| 9.724E-17 1000
9 | 3.8E10 # # 817190 | 2.323E-13 47 4.693E-15| 2.776E-16 1400
10 | 5.7E11 # # 1961256| 4.379E-16 153 3.209E-18| 3.173E-19 1000
11 | 8.0E12 # # 4457400( 9.626E-16| 481 7.959E-18| 7.664E-19 1300
12 | 1.3E14 # # 9657700| 1.866E-18| 1000 | 5.590E-21| 1.030E-21 1100

Tableau 1.Résultats expérimentaux pour la ruine paralléle

Pour ce modeéle, nous avons prouvé les conditions qui gasanti la réduction de
la variance (voir propositions 4 et 5). Le tableau 1 préskasteésultats expérimentaux
avec comme parameétrep = 0.3, ¢ = 0.7, L = 15. Nous avons simul&00000 tra-
jectoires quelque soit le modéle. On observe que I'estonatey(init) est toujours
dans l'intervalle de confiance obtenu et que la taille deigglootéed reste toujours
petite vis a vis deu(init). La méthode numérique échoue par manque de mémoire
dés queN est supérieur a 6. Notre méthode permet ici d’estimer uniegitté qui
est & la fois hors de portée des model checkers numérigoEsétat pourN = 12)
et hors de portée des méthodes statistiques sans acoglétas événements rares
(E(Vy,) ~ 1072 pour N = 12).

5.2. Les philosophes

Le second exemple étudié est celui du diner des philosophelugtre les pro-
bléemes de concurrences pour le partage de ressolNg#slosophes sont assis autour
d’'une table avec une fourchette entre chacun d’eux. Lesgdphes ont besoin de
deux fourchettes pour manger. Initialement tous les pbbss pensent. Puis un phi-
losophe prend sa fourchette de droite (transition de taiixet ensuite sa fourchette
de gauche (transition de tawx). Lorsqu’ il finit son repas (transition de tawy, il
se remet alors & penser. Nous nous intéressons a la prabajpié les philosophes
se bloqguent mutuellement en prenant tous leur fourchetteate avant qu'il n'y ait
r repas consommeés. Le systéme est modélisé par le réseauriddeRatfigure 3(a)
pour quatre philosophes. La place au centre du rés€algert a compter le nombre
de repas effectués)

Dans le modele simplifié, les philosophes ne sont pas assbla lorsqu'ils
pensent. Lorsque I'un philosophe désire manger il s’assiedrend successive-
ment deux fourchettes quelconques. le réseau de Petri dgule f8(b) modélise
ce systéme avec des taux fonctionnels définis flar= m(Th) x A\ , fa =
min(m(Wa),m(Fo)) x A ete = m(Ea) X p oum représente le marquage courant.
Le nombre d'états de la chaideassocié au modéle est minoré p&r- n alors que
celui de la chain€* est majoré pan?. Il y a donc un saut exponentiel entre la taille
de ces deux chaines ce qui permet de résoudre numériquemamnsion simplifiée
alors que la version originale reste hors de portée des ncbdekers numériques.
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e O Ns
(&) M pour quatre philo- (b) le modele simplifieég\1®
sophes
Figure 3. Réseaux de Petri pour les philosophes
N | taillede | pu(init) T(s) taille de | p*(init) p(init) Variance T(s)
C numérique| C*® estimé simulation
3 56 | 5.822E-4 | 0.007 24 | 5.822E-4 | 5.822E-4 0 0.22
5| 492 | 1590E-6 | 0.028 72 | 9.950E-7 | 1.604E-6 | 2.651E-10| 705
10| 7.3E4 | 2.358E-11| 3.45 396 | 1.853E-12| 6.006E-12| 4.614E-18| 1400
15| 8.8E6 | 3.402E-16| 845 1152 | 3.979E-17| 5.868E-19| 7.466E-32| 4150
18 | 1.4E8 # # 1900 | 1.416E-19| 2.212E-22| 8.749E-39| 6400
30 | 9.4E12 # # 7936 | 1.566E-27| 1.051E-38| 1.555E-71| 16000

Tableau 2. Résultats expérimentaux pour les philosophes

Les résultats expérimentaux sont présentés dans le tehleas parametres choi-
sissontr = N, A = 1, Ao = 100 ete = 10. Pour N = 3 le modéle simplifié
est le méme que le modéle original d’ot une variance nulleisNavons généré un
million de trajectoires quelque soit le modéle. Observareslg temps de vérification
numérique est proportionnel a la taille @eelle-méme exponentielle par rappovVa
alors que le temps de vérification statistique augmentegptiopnellement av.

Il apparait que I'inégalité de la définition 3 n'est pas vésfill existe donc des
trajectoires dans le systeme qui possédent une valeurisupgnu® (init) comme
on peut I'observer sur la figure 4(a). L'existence de trajiees avec une valeur trés
grande devani(init) augmente significativement la variance. Pour les grandesiva
de N on retouve ici le probleme des évenements rares. Des wagstres rares ont
un impact trés grand sur I'estimation. Sur la figure 4(b) onudtiplié la valeur des
trajectoires par le nombre de fois qu’elles apparaissemudi alors que I'unique tra-
jectoire de valeu2.10~6 a plus d’influence sur I'estimation que 1¢500 trajectoires
de valeur2.10~!2. Les probabilités de rencontrer ces trajectoires sontfaibtes ce
qui conduit en général a une sous-estimatioEd®;,) comme on I'observe dans le
tableau 2 pout0 et 15 philosophes.

6. Conclusion

Nous avons proposeé une méthode de model checking sta¢igiermettant d’éva-
luer un encadrementde la probabilité d’événements rasdte @éthode se base sur la
technique d’échantillonnage préférentiel. Alors queezellest le plus souvent utilisée
avec des heuristiques, nous proposons un cadre théorigperguet d’en garantir la
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Figure 4. Histogramme de la valeur des trajectoires pour 10 philosgsph

précision. Lorsque les hypothéses associées a la méthedetygas vérifiées, celle-ci
fournit un résultat, mais sans garantie théorique. Noussiroplémenté les fonction-
nalités nécessaires a I'outil de model checking statist@usmospour intégrer notre
méthode ce qui nous a permis de mener des expérimentagonfacsitives. La garan-
tie théorique de la diminution de la variance est un enjelwiti@mt pour la précision
du résultat; il serait intéressant de pouvoir conservee ebpriété dans un cadre plus
général, en particulier sans avoir a calculente(cf. conditions de la proposition 5).
Nous nous proposons d'étudier des conditions théoriquasehtion des ces inégali-
tés par des méthodes de couplage et d’ordre stochastiquaillBars, dans le cas ou
la garantie de la variance n’est pas obtenue, nous voudétab$ir des conditions as-
surant que la valeur obtenue est (avec une grande proBabititminorant de la valeur
réelle, fait observé expérimentalement.
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A. Preuves

Preuve de la proposition 1
De tout état la probabilité d’atteindre. ou s, est égale a 1. Par conséquent, les
espérances des vi4, sont les uniques solutions du systéme suivant :

E(V, ) =0 A B(V,,) =1 A Vs ¢ {55, } E(Va) = 3 P(s,s)E(Va)
s'#s_

On écrit maintenant le systéme similaire pour la matricerdesitionP’ mais en
tenant compte du facteur correcteur.

E(W, )=0 A E(W,,)=1

P(s,s)
AVs ¢ {s_ s, } E(W,) = > P'(s,s) (P,(S’ S,)> E(Wy)
s'#s_AP’(s,s")>0
En vertu de la restriction définie par I'équation 1, apréspdification les deux sys-
témes sont identiques et en particuliV,,) = E(V,,) = p.

c.q.f.d.000

Preuve de la proposition 2
Le casu(s) = 0 est évident car toute trajectoire issuedatteints_ et a donc une
valeur nulle.

Supposons maintenants) # 0. Tout d’abord, en vertu de I'équation

ws)= 3 Pls,suls)

s'|u(s")>0

P’(s, —) est une distribution. Dans la chaine modifiée, puisque dtahsévérifiant
w(s) > 0 on n'atteint que des états$ vérifiant.(s’) > 0, toute trajectoire issue de
atteints .

Notonss = wuy, ..., u; = s+ une telle trajectoire.

Alors la valeur de- est égale &u(uo)/u(ur)) ... (p(ui—1)/w(ur)) = u(s).
c.q.f.d.000

Preuve de la proposition 3
Soits = uy, ..., u; = s4 Une trajectoire issue dequi atteints .
Puisque la trajectoire ne rencontre pas la valeur de cette trajectoire est égale a

(*(f (u0)) /™ (f (1)) - - (" (f (1)) /1" (f (wr))) = = (£ (s))

On sait queE (W)

= u(s). Par conséquenB (W, = p*(f(s))) = —42 . Ceci
impligue queu(s) < u*(f(s)) V(W) = p(s)u* (f(s)) — u3(s).

w=(f(s)"
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c.q.£.d.000

Preuve de la proposition 4
Dans un premier temps, nous établissons que poustau$, on au(s) = p*(f(s)).
Pour cela, il suffit de démontrer les quantités satisfontyltésne d’équations qui
définit . (voir la preuve de la proposition 1). Saite S,
S ves Pl (F(5) = Cnese Loesa (o) Plsss )i (%)
Y oeecs- P(f(s),s%)u(s*) (en vertu de la définition de I'agrégation)
=u*(f(s))
Soits € S tel queu(s) > 0 (et par conséquent®(f(s)) > 0).
P/(s,s') = LULNP(s o) = LD Pp(g o)
; w*(f(s)) | (). .
ce qui est la définition de I'échantillonnage a varianceenull

c.q.f£.d.000

Preuve de la proposition 5

Soits un état tel que:*(s) > 0 etCom(s) # (). On observe que :
1 (8) = Dgrccom(s) K (VP (5,8") + 2 g e rn(ey 17 ()P (s, 5")
> Es’ECom(s) /J,*(S/)P*(S S ) + 14 ( )(1 - h*( ))

(icion a minoré pours’ € Inh(s), u*(s') par p*(s))

Par conséquent :

ZS/ECO’H’L(S) W (S/)P*(Sv S/) <p (S)h*(s)

Et finalement :
,u*(s)lh*(s) ZS/GCom(s) ,U,*(SI)P*(S, SI) <1

Soits un état quelconque tel que(s) > 0.
Supposongom(s) = (),

ZS 'es i ((s))P(S’ SI) = Zs 'eExt(s) l; ((Ss))P(S s ) < Zs '€ Ext(s) P(S $ ) 1
(ici on a majoré pour’ € Ext(s), ’;*((SS)) par 1)

Supposons}om( ) # 0, et par conséquent(s) > 0 eth*(s) > 0

Dises ((Ss))P(S s')

- (")
- Zs 'eCom(s) IL:L *(s) P(S

w(

')+ Xy erars) iris ((Ss))P(S s')
QPG (1 - h(s))

< h( )Zs/eCom(s) w *(s)  h(s)

- h(S) ZS/GCOW(S) l:l, ((s) h’E?s) ) + (1 B h(S))

= h(s) (m 2 srcCom(s) W (8 )P (s, 8')) + (1= h(s))
<h(s)+(1—-h(s) =1

(en vertu de I'observation précédente)

c.q.£.d.000
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Preuve de la proposition 6
Soits = uy, ..., u; = s4 Une trajectoire issue dequi atteints .
Puisque la trajectoire ne rencontre pas la valeur de cette trajectoire est égale a

(1" (f (uo) max(g(uo), 1))/p" (f(u1))) - .. (" (f (wi—1) max(g(wi—1), 1))/ 1" (f(wr)))
= () I gw) > u(£(s))

0<i<l|g(ui)>1

c.q.f£.d.000



