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RÉSUMÉ.Le model checking statistique est une alternative intéressante au model checking numé-
rique lorsque les modèles probabilistes étudiés sont de très grande taille. Cependant l’approche
statistique ne permet pas d’évaluer les probabilités des évènements rares. Afin de résoudre ce
problème, nous développons ici une nouvelle approche baséesur l’échantillonnage préférentiel.
Alors que la plupart des techniques d’échantillonnage préférentiel sont basées sur des heuris-
tiques, nous établissons des résultats théoriques. Moyennant certaines hypothèses, ces résultats
garantissent une réduction de la variance lors de l’application de l’échantillonnage préféren-
tiel. Nous caractérisons des situations qui vérifient les hypothèses et étendons notre approche
dans les autres situations mais cette fois-ci sans garantiethéorique. Nous avons implémenté
cette approche à l’aide de l’outilCOSMOS après avoir ajouté des fonctionnalités. Enfin nous
présentons l’évaluation de notre méthode sur deux exempleset analysons les expérimentations.

ABSTRACT.The statistical model checking can be usefully substitutedfor numerical model check-
ing when the models to be studied are huge. However the statistical approach cannot evaluate
too small probabilities. In order to solve the problem, we develop here a new approach based on
importance sampling. While most of the techniques related to importance sampling are based
on heuristics, we establish theoretical results under somehypotheses. These results ensure a
reduction of the variance during application of importancesampling. We also characterize sit-
uations that fulfill the hypotheses and we extend our approach for handling other situations but
then without theoretical guarantee. We have implemented this approach with the toolCOSMOS

after some extensions. At last we have evaluated this approach for two examples and analysed
the experimentations.
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1. Introduction

Contexte.Le model-checking (Emersonet al., 1980) s’avère une technique efficace et
rigoureuse de vérification automatique des propriétés requises pour le fonctionnement
correct de systèmes à évènements discrets. Sa simplicité algorithmique a permis le
développement de nombreux outils. Au départ restreint à la vérification de propriétés
qualitatives, il s’est peu à peu étendu aux aspects quantitatifs nécessaires à l’évaluation
des performances des systèmes, en particulier la possibilité de prendre en compte des
aspects probabilistes (Kwiatkowskaet al., 2007; Baieret al., 2008).

Les techniques numériques pour l’analyse quantitative de systèmes probabilistes
restent efficaces et précises mais supposent des hypothèsescontraignantes, souvent
non vérifiées, sur le système et sur la propriété. Pour dépasser ce cadre restreint, on
utilise une approche statistique. On crée par simulation unéchantillon suffisamment
important de comportements du système afin d’estimer la proportion de comporte-
ments vérifiant la propriété requise. Le résultat obtenu n’est qu’un encadrement pro-
babiliste de la quantité recherchée, mais la simplicité algorithmique de la démarche
permet de l’utiliser dans un contexte plus vaste (Legayet al., 2010).

Néanmoins, cette approche ne permet pas d’estimer la fréquence des comporte-
ments dits rares (c’est à dire ayant une probabilité très faible). Ceux-ci sont quasiment
inobservables par simulation. Il est pourtant crucial d’analyser quantitativement de
tels comportements lorsque ceux-ci ont des conséquences dramatiques. Pour obtenir
tout de même un résultat, deux démarches sont utilisées en statistiques (Rubinoet
al., 2009), celle debranchement multi-niveauxet celle d’échantillonnage préférentiel.

Contribution. Nous utilisons la technique d’échantillonnage préférentiel (plus simple
et théoriquement plus précise) pour proposer une méthode demodel-checking d’évè-
nements rares. Notre méthode consiste à réduire de façon intelligente la chaîne de
Markov sous-jacente afin de créer un modèle simplifié sur lequel on calcule un champ
de probabilités, à la base d’un échantillonnage préférentiel. A contrario de la plupart
des méthodes, nous donnons un cadre théorique suffisant pourgarantir la réduction
de la variance. Notre méthode peut aussi s’appliquer hors dece cadre mais sans cette
garantie. Pour l’expérimenter, nous l’avons implémentée àl’aide de l’outil de model
checking statistique COSMOS, en utilisant l’outil PRISM comme outil de calcul numé-
rique. Le modèle en entrée est celui des réseaux de Petri stochastiques et la quantité
à évaluer s’exprime comme une formule de la logique HASL (Ballarini et al., 2011).
Nous avons testé notre méthode sur deux exemples, le premier, inspiré de la ruine des
joueurs, le second sur le modèle du dîner des philosophes. sur ces deux exemples,
nous obtenons des résultats hors de portée des outils existants. Nous en étudions aussi
les limitations.

Organisation. Après une présentation de nos motivations dans le paragraphe 2, le
cadre formel et la justification théorique de la méthode sontprésentées dans le para-
graphe 3. Le paragraphe 4 est consacré à l’implémentation dela méthode à l’aide
de l’outil COSMOS. Le paragraphe 5 décrit nos expériences numériques sur deux
exemples et comparent les résultats expérimentaux à ceux obtenus à l’aide d’un mo-
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del checker classique (PRISM). Le paragraphe 6 conclut en apportant des perspectives.
Une annexe (omise dans la version finale) développe les preuves de nos propositions.

2. Motivation et état de l’art

Le model-checking de systèmes probabilistes est à la convergence des méthodes de
vérification et de l’évaluation de performances. On souhaite a priori vérifier que la pro-
babilité de défaillance de l’alarme lors d’une panne d’un composant est suffisamment
faible ou estimer le temps moyen de délivrance d’un paquet après plusieurs collusions
d’un protocole de communication. Ces propriétés quantitatives sont specifiées dans
des logiques qui permettent de comparer les probabilités d’un ensemble d’exécutions
qui vérifient une propriété particulière avec un seuil (CSL) ou, plus généralement, de
calculer l’espérance d’une variable aléatoire sur l’ensemble des exécutions éventuel-
lement conditionnée par la satisfaction d’une formule de logique (HASL).

Une première approche, dite numérique, permet à partir d’une représentation de
haut niveau du système de calculer exactement ou de façon approchée avec des al-
gorithmes itératifs cette probabilité. Elle suppose de fortes propriétés sur le sys-
tème considéré ; il doit pouvoir être modélisé formellement, le plus souvent de fa-
çon markovienne (sans mémoire) sous la forme d’une chaîne deMarkov (ou plus
généralement d’un processus de décision markovien)(Bianco et al., 1995; Baieret
al., 2000), ou semi-régénératif(Amparoreet al., 2010). Lorsqu’elle est applicable, elle
fournit un résultat fiable et précis, elle est implémentée dans des outils performants
[PRISM (Kwiatkowskaet al., 2002), LiQuor (Ciesinskiet al., 2006), MRMC (Katoen
et al., 2009)]. Néanmoins, en raison de l’explosion combinatoiresous-jacente, sa
consommation de mémoire limite significativement la tailledes modèles ainsi ana-
lysables.

Pour outrepasser cette contrainte, l’approche statistique est utilisée : selon la mé-
thode de Monte-Carlo, le modèle est simulé un grand nombre defois dans le but de
créer un échantillon d’observations suffisant pour estimercette probabilité. Le résul-
tat n’est plus qu’une estimation probabiliste d’un encadrement de la quantité recher-
chée (intervalle de confiance (Dagnelie, 2007)). Le systèmeconsidéré doit aussi être
doté d’une sémantique formelle en terme de processus stochastique, mais le cadre
semi-régénératif n’est pas nécessaire. Vis-à-vis de la taille du modèle, l’approche
numérique croît exponentiellement alors que l’approche statistique croît proportion-
nellement. La méthode présente aussi l’avantage d’etre plus aisément parallélisable.
Cette approche est aussi implémentée dans de nombreux outils [COSMOS (Ballarini
et al., 2011), GREATSPN (Chiola et al., 1995), PRISM (Kwiatkowskaet al., 2002),
UPPAAL (Bengtssonet al., 1995), VESTA (Senet al., 2005), YMER (Younes, 2005)].

Le model-checking probabiliste s’avére crucial pour des évènements significa-
tifs, dont les conséquences seraient désastreuses (perteshumaines, ruine financière...),
mais de très faibles probabilités (par exemple, de l’ordre de10−9). De tels évènements,
dits rares, ne sont pas observables par simulation ; un estimateur de Monte-Carlo naïf,
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testant un nombre raisonnablement limité de simulations dumodèle, ne peut fournir
un résultat pertinent. Illustrons ce point à l’aide d’un exemple numérique. Supposons
que l’on cherche à calculer une probabilitép = 10−13 et que l’on décide de générer
1010 trajectoires. Avec une probabilité supérieure à0.999 le résultat obtenu sera égal
à 0 ne fournissant ainsi aucune information pertinente sur la valeur dep et avec une
probabilité inférieure à0.001, le résultat obtenu sera supérieur ou égal à10−10 une es-
timation grossièrement erronée. Il devient donc nécessaire de recourir à des techniques
ditesd’accélération(Rubinoet al., 2009).

La méthode debranchement multi-niveauxou splitting (L’Ecuyer et al., 2006),
consiste à inclure l’évènement rare dans une suite décroissante d’évènements intermé-
diaires de plus en plus rares, appelésniveaux, et à dupliquer ou au contraire éliminer
les simulations selon que l’évènement de niveau suivant estatteint ou non, jusqu’au
dernier niveau correspondant à l’évènement critique. Le passage d’un niveau à l’autre
correspond à un conditionnement. La méthode d’échantillonnage préférentielou im-
portance sampling(Glynnet al., 1989), consiste à effectuer les simulations en modi-
fiant la distribution, pour lequel l’évènement étudié n’estpas rare, et à pondérer les
simulations obtenues de façon à corriger le biais introduit.

Ces deux techniques exigent une connaissance approfondie du système, afin de
déterminer des stratégies efficaces ; le choix des niveaux pour la première, le choix
de la distribution pour la seconde. Une stratégie optimale est possible mais requiert la
connaissance de la solution (classiquement caractérisée par la nullité de la variance),
la rendant inapplicable. Aussi pour la première technique ,l’expression de la variance
de l’estimateur suggère de choisir un grand nombre de niveaux. Mais cela augmente
le coût de la mise en oeuvre de façon importante et nuit nettement à son efficacité.
La seconde présente l’avantage d’être plus simple à mettre en oeuvre. La caractéri-
sation de la solution optimale permet d’obtenir des heuristiques performantes pour
certaines classes de problèmes : L’échantillonnage préférentiel peut être fait au niveau
du modèle (statique) ou au niveau de la chaîne de Markov sous-jacente (dynamique).
Afin de comparer ces différentes méthodes, on introduit des familles de systèmes à un
paramètre (le nombre de clients dans une file d’attente, par exemple), et l’efficacité
est mesurée en terme d’optimalité asymptotique. De Boer (deBoer, 2006) a démontré
que la méthode statique ne peut construire des estimateurs asymptotiquement opti-
maux, même dans des cas très simples. La méthode dynamique (Srinivasan, 2002)
suppose de conserver la taille de l’espace des états, ce qui retire les avantages de l’ap-
proche statistique. Pour atteindre une certaine optimalité, il est possible de calculer
dans l’enveloppe convexe d’un nombre fini de distributions,une distribution optimale
pour chacun des états (Dupuiset al., 2007). D’autres approches empiriques s’avèrent
efficaces (Heegaardet al., 2007).



Echantillonnage préférentiel 5

3. Approche générique

3.1. Rappels

Definition 1 Une chaîne de Markov à temps discret (DTMC)C, est définie par un
espace d’étatsS, un état initials0, une matrice de transitionP de dimensionS × S.
L’état de la chaîne à l’instantn est une variable aléatoireXn définie inductivement
parPr(X0 = s0) = 1 etPr(Xn+1 = s′ | Xn = s) = P(s, s′).

En réalité, le modélisateur ne définit pas directement une chaîneC mais spécifie un
modèle de plus haut niveauM (réseau de files d’attentes, réseau de Petri stochastique,
etc) doté d’une sémantique formelle dont le résultat estC.

Dans le contexte du model checking, les états de la chaîneC sont étiquetés par
des propositions atomiques et on évalue typiquement la probabilité qu’un états satis-
fasse une formule de logique temporelleaUb où U est l’opérateurUntil et a, b sont
des propositions atomiques. Afin d’évaluer cette probabilité,C est transformée de la
façon suivante : les états qui satisfontb sont fusionnés en un étatabsorbants+ (i.e.
P(s+, s+) = 1), les états qui satisfont¬a ∧ ¬b et ceux qui satisfonta ∧ ¬b mais ne
permettent pas d’atteindres+ sont fusionnés en un état absorbants−. La deuxième
condition est détectable par un calcul des composantes fortement connexes du graphe
sous-jacent à la chaîne. Une fois cette transformation effectuée, de tout états, la pro-
babilité d’atteindres+ ou s− est égale à 1. La probabilité recherchée est alors la pro-
babilité d’atteindres+.

La méthode statistique consiste à générerK trajectoires de la chaîne qui se ter-
minent par l’un des états absorbants. NotonsK+ le nombre de trajectoires se termi-
nant dans l’états+. La variable aléatoireK+

K
a pour espérancep et pour variance

p−p2

K
et écart-type

√

p−p2

K
. Ainsi lorsqueK tend vers l’infini, cette variance tend vers

0. A l’aide des méthodes usuelles sur les variables binaires, étant données une largeur
d’intervalle de confianceδ et un seuil de probabilitéε, on en déduit le nombreK de
trajectoires nécessaires pour calculer un intervalle de largeurδ tel quep appartienne à
cet intervalle avec une probabilité supérieure à1− ε.

Nous nous plaçons ici dans le cadre oùp≪ 1 ce qui rend la méthode inapplicable
car le nombre de trajectoires à générer est trop important. Nous rappelons maintenant
la méthode d’échantillonnage préférentiel afin de diminuerle nombre de trajectoires.
Cette méthode consiste à appliquer lors de la génération d’une trajectoire une matrice
de transition modifiéeP′ avec la restriction :

P(s, s′) > 0⇒ P
′(s, s′) > 0 ∨ s = s− [1]

Autrement dit, la chaîne transformée ne peut éliminer de transitions excepté celle al-
lant verss− mais peut ajouter de nouvelles transitions. La méthode maintient un fac-
teur de correction, disonsv initialisé à 1 et mis à jour lors d’une transitions → s′
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avecs′ 6= s− de la manière suivantev ← v P(s,s′)
P′(s,s′) . Lorsque la trajectoire atteints−,

la valeurde la trajectoire est 0 (comme précédemment) tandis que si latrajectoire at-
teint s+ alors la valeur de la trajectoire est égale àc. SiP′ = P alors la valeur d’une
trajectoire qui atteints+ est égale à 1. On remarque ici qu’emprunter une transition
qui n’est pas présente dansC conduit à une valeur nulle. Par conséquent, il est plus
judicieux de n’ajouter que des transitions conduisant às−.

On noteVs (resp.Ws ) la variable aléatoire correspondant à la valeur d’une trajec-
toire démarrant ens dans la chaîne initiale (resp. la chaîne transformée). Par définition,
E(Vs0) = p. La proposition suivante démontre la validité de la méthode.

Proposition 1 E(Ws0) = p.

Si la méthode est correcte, rien n’indique a priori comment choisir P′ afin de
diminuer la variance. La proposition suivante établit qu’il est théoriquement possible
d’obtenir une variance nulle ! Notonsµ(s) la probabilité d’atteindres+ à partir des
(et doncµ(s0) = p).

Proposition 2 SoitP′ définie par

– ∀s tel queµ(s) 6= 0 P′(s, s′) = µ(s′)
µ(s) P(s, s′)

– ∀s tel queµ(s) = 0 P′(s, s′) = P(s, s′)

Alors pour touts, on aV(Ws) = 0.

Bien évidemment, il ne s’agit que d’un résultat théorique car pour l’appliquer, il
faut connaître la fonctionµ, soit une information bien plus importante que la quantité
à évaluerµ(s0) ! L’objectif d’un échantillonnage préférentiel est donc defournir une
matriceP′ qui diminue la variance.

3.2. Méthode à réduction de variance garantie

Nous décrivons d’abord les éléments théoriques nécessaires à la conception de
notre méthode puis nous décrivons ses étapes.

Développements théoriques.

Definition 2 Etant donnée une DTMCC, une DTMCC∗ est dite uneréductiondeC
par une fonctionf deS, versS∗, l’espace des états deC∗, si en notants∗− = f(s−)
ets∗+ = f(s+), les assertions suivantes sont vérifiées :

– f−1(s∗−) = {s−} etf−1(s∗+) = {s+}.

– s∗− ets∗+ sont des états absorbants qu’on atteint avec probabilité 1.

– Soitµ∗(s∗) pours∗ ∈ S∗, la probabilité d’atteindres∗+ en partant des∗. Alors
pour touts ∈ S, on aµ∗(f(s)) = 0⇒ µ(s) = 0.
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Deux étatss ets′ sont équivalents sif(s) = f(s′). Autrement dit,f−1 définit les
classes d’équivalence de cette réduction. Nous introduisons maintenant l’hypothèse
essentielle sur le « champ » de probabilitésµ∗ afin d’obtenir un échantillonnage pré-
férentiel à efficacité garantie dansC.

Definition 3 SoientC une DTMC etC∗ une chaîne réduite parf . C∗ est uneréduction
à variance garantiesi pour touts ∈ S tel queµ∗(f(s)) > 0 on a :

∑

s′∈S

µ∗(f(s′))

µ∗(f(s))
P(s, s′) ≤ 1

Afin de simplifier les notations,g(s), pour s ∈ S, désignera la quantité
∑

s′∈S
µ∗(f(s′))
µ∗(f(s)) P(s, s′). Nous avons maintenant tous les éléments pour obtenir un

échantillonnage préférentiel efficace.

Definition 4 SoientC une DTMC etC∗ une chaîne réduite parf à variance garantie.
On définitP′ une matrice de transition surS de la façon suivante. Soits ∈ S :

– Siµ∗(f(s)) = 0 alors pour touts′ ∈ S, P′(s, s′) = P(s, s′)

– Siµ∗(f(s)) > 0 alors pour touts′ ∈ S \ {s−},

P
′(s, s′) = µ∗(f(s′))

µ∗(f(s)) P(s, s′) etP′(s, s−) = 1− g(s)

La proposition suivante justifie le choix deP′.

Proposition 3 SoientC une DTMC etC∗ une réduction à variance garantie deC.
L’échantillonnage préférentiel de la définition 4 a les propriétés suivantes :

– Pour touts tel queµ(s) > 0, Ws est une variable aléatoire bivaluée à valeurs
dans{0, µ∗(f(s))}.

– Par conséquent,µ(s) ≤ µ∗(f(s)) etV(Ws) = µ(s)µ∗(f(s))− µ2(s).

On s’intéresse à des événements rares i.e.µ(s) ≪ 1. Par conséquentV(Ws) ≈
µ(s) et dans le cas d’une réduction à variance garantie, en supposant µ(s) ≪
µ∗(f(s)), on obtientV(Ws) ≈ µ(s)µ∗(f(s)). La variance est donc réduite d’un
facteur multiplicatifµ∗(f(s)). Dans le cas le plus favorable (mais peu fréquent) où
µ(s) etµ∗(f(s)) ont un même ordre de grandeur, la variance est encore plus réduite.
Il s’agit maintenant de caractériser des situations où la réduction de variance est ga-
rantie. Dans la suite nous exhibons deux types de situation.Le premier cas repose sur
la notion d’agrégation (forte).

Definition 5 SoientC une DTMC etC∗ une chaîne réduite parf . C∗ est une agréga-
tion deC si :

∀s∗, s• ∈ S∗ ∀s ∈ f−1(s∗)
∑

s′∈f−1(s•)

P(s, s′) = P(s∗, s•)
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Le résultat suivant est l’une des nombreuses propriétés quilient le comportement
d’une chaîne et celui d’une chaîne agrégée.

Proposition 4 SoientC une DTMC etC∗ une agrégation deC. Alors C∗ est une ré-
duction à variance nulle.

Notations. SoientC une DTMC etC∗ une chaîne réduite par l’identité (par consé-
quentS∗ = S). Nous introduisons quelques notations utiles pour la proposition qui
caractérise le deuxième cas de garantie de réduction de variance. Pour touts,

– Com(s) est l’ensemble des transitions communes àC et àC∗ :
Com(s) = {s′ | P(s, s′) > 0 ∧P

∗(s, s′) > 0}.
h(s) =

∑

s′∈Com(s)P(s, s′) eth∗(s) =
∑

s′∈Com(s)P
∗(s, s′)

– Inh(s) est l’ensemble des transitions deC∗ absentes dansC :
Inh(s) = {s′ | P(s, s′) = 0 ∧P

∗(s, s′) > 0}.

– Ext(s) est l’ensemble des transitions communes deC absentes dansC∗ :
Ext(s) = {s′ | P(s, s′) > 0 ∧P

∗(s, s′) = 0}.

Proposition 5 SoientC une DTMC etC∗ une chaîne réduite par l’identité. Supposons
que pour touts non absorbant tel queµ(s) > 0 on ait :

– ∀s′ ∈ Com(s) P(s, s′)/h(s) = P(s, s′)/h∗(s)

– ∀s′ ∈ Inh(s) µ∗(s) ≤ µ∗(s′)

– ∀s′ ∈ Ext(s) µ∗(s) ≥ µ∗(s′)

AlorsC∗ est une réduction à variance garantie.

Principe de la méthode.

Le deuxième cas de garantie de réduction de variance semble apriori inintéressant
puisque les espaces d’états des deux chaînes sont identiques. Cependant, la méthode
proposée combine les deux cas. Soit un modèleM dont la sémantique est une DTMC
C. La méthode consiste en la suite d’étapes ci-dessous.

1) Spécifier un modèleM∗ dont la chaîne associéeC∗ est une chaîne réduite par
l’identité à variance garantie, via la proposition 5.M∗ est un modèle intermédiaire
qui ne donnera pas lieu à des calculs.

2) Spécifier un modèleM• dont la chaîne associéeC• est une chaîne agrégée de
C∗. Par la proposition 4,C• est une chaîne réduite à variance nulle. On appellera dans
la suiteM• le modèlesimplifiédeM.

3) Calculer numériquement la fonctionµ•.

4) Calculer statistiquementµ(s0) en utilisant l’échantillonnage préférentiel de la
définition 4.

Les deux dernières étapes sont automatisables. La deuxièmeétape l’est aussi si le
formalisme spécifiant le modèle dispose d’un algorithme qui, par analyse du modèle,
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calcule automatiquement une chaîne agrégée. C’est le cas par exemple des réseaux de
Petri bien formés (Chiolaet al., 1993). Seule la première étape n’est pas automatisable
et requiert une analyse préalable du comportement du modèleM pour établir les
transformations qui conduiront au modèleM∗ (voir le paragraphe 5).

3.3. Généralisation de la méthode

Nous généralisons notre méthode mais cette fois-ci sans garantie de réduction de
la variance.

Definition 6 SoientC une DTMC etC∗ une chaîne réduite parf . On définitP′ une
matrice de transition surS de la façon suivante. Soits ∈ S :

– Siµ∗(f(s)) = 0 alors pour touts′ ∈ S, P′(s, s′) = P(s, s′)

– Siµ∗(f(s)) > 0 etg(s) ≤ 1 alors pour touts′ ∈ S \ {s−},

P
′(s, s′) = µ∗(f(s′))

µ∗(f(s)) P(s, s′) etP′(s, s−) = 1− g(s)

– Sig(s) > 1, alors pour touts′ ∈ S,

P
′(s, s′) = µ∗(f(s′))

g(s)µ∗(f(s))P(s, s′)

Par rapport à la méthode à réduction de variance garantie, puisque l’hypothèse
g(s) ≤ 1 n’est plus imposée, nous devons « normaliser »P

′(s, s′) dans le cas dé-
favorable. Ceci conduit à la proposition suivante sur les valeurs d’échantillonnage
possibles.

Proposition 6 SoientC une DTMC etC∗ une réduction deC. L’échantillonnage pré-
férentiel de la définition 6 a la propriété suivante : pour tout s tel queµ(s) > 0, Ws

est une variable aléatoire à valeurs dans{0} ⊎ [µ∗(f(s)),∞[.

N’ayant pas d’information plus précise sur la distributiondeWs, la précision de
l’évaluation statistique dépendra fortement de la forme dela queue de la distribution
deWs (voir le paragraphe 5.2 pour une analyse expérimentale de ceproblème).

4. Implémentation

4.1. Outils utilisés

Pour mener nos expérimentations nous avons utilisé une version modifiée de
COSMOS. COSMOSest unModel Checkerstatistique décrit dans (Ballariniet al., 2011),
il permet à la fois de faire du model checking et de l’évaluation de performance grâce
à une logique basée sur un automate hybride linéaire. Il utilise comme modèles des
réseaux de Petri stochastiques généralisés. Sa sémantiquerepose sur le produit de l’au-
tomate avec le modèle, les trajectoires acceptées sont celles qui permettent d’atteindre
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un état final de l’automate. COSMOSpermet d’estimer l’espérance de n’importe quelle
variable de l’automate hybride dans un état final.

Nous avons également utilisé le model checker PRISMpour calculer numérique-
ment le champ de probabilités dans le modèle simplifié et pourcomparer les résultats
sur les petits systèmes.

4.2. Implémentation de la méthode

Comme COSMOSutilise des modèles à temps continu, nous avons du adapter légè-
rement notre méthode. Au lieu de calculer les probabilités des transitions on calcule
leurs taux. Soit un modèleM de sémantiqueC avec une matrice de transitionP . Soit
M• un modèle dont la chaîne associéeC• est une chaîne agrégée d’une chaîne ré-
duite deC. SoitT (x, y) le taux de la transition dex versy dansM. On a l’égalité :
P (x, y) = T (x,y)∑

z
T (x,z) . Notre méthode d’échantillonnage préférentiel est implémentée

en utilisant les tauxT •.

T •(x, y) = P (x, y) ·
µ•(y)

µ•(x)

T •(x, s−) =

{

0 si
∑

y P (x, y) · µ•(y) > µ•(x)

1−
∑

y P (x, y) · µ
•(y)

µ•(x) sinon

On peut remarquer queT • ne définit pas une distribution de probabilité quand
∑

y P (x, y) · µ•(y) > µ•(x).

Pour calculer la valeur de chaque trajectoire nous avons modifié COSMOSpour qu’il

calcule le coefficientL(x, y) = P (x,y)
P•(x,y) =

T (x,y)
P•(x,y) ·

∑
z
T•(x,z)∑

z
T (x,z) pour chaque transition

(x, y) deM.

L’automate de la figure 1 permet finalement de calculer la valeur des trajectoires.
L’automate reste dans l’états tant que l’état du système n’est nis− ni s+, à chaque
transition(x, y) la variablev est multipliée par le coefficientL(x, y). Si le système
atteint l’états− la variablev est remise à0. Dans un état final, la variablev est donc
égale à0 si l’états− est atteint et à la valeur de la trajectoire sis+ est atteint.

s
v=1

v=Lv

v=Lv

s+

v=0 s−

Figure 1. Automate calculant la
vraisemblance d’une trajectoire

L’échantillonnage préférentiel augmente le coût
de la simulation. Premièrement il faut calculer les
probabilitésµ• deM•, ce coût est polynomial dans
la taille deM•. Ensuite à chaque transition prise
par le système il faut recalculer le taux de toutes
les transitions actives. Pour le calcul du taux on
utilise une table de hachage pour retrouverµ•. Il
faut également parcourir toutes les transitions ac-
tives pour calculerT •(x, s−) dans le pire cas cela
ajoute un temps de calcul linéaire dans la taille de
M à chaque transition prise.
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Ri,1

Ai,2

Ri,2

...

Ai,j−1

Ri,j−1

Pi,j

P i,j

Pi,j+1

P i,j+1

Ai,j

Ri,j

Ai,j+1

Ri,j+1

...

Ai,L−2

Ri,L−2

Ai,L−1

Pi+1,j

P i+1,j

Pi+1,j+1

P i+1,j+1

Figure 2. Le réseau de Petri modélisant la ruine parallèle

5. Expérimentations

Nous avons pratiqué des expérimentations sur deux modèles.Un système de ruine
parallèle illustre la méthode à réduction de variance garantie. Un modèle du problème
des philosophes pour lequel notre méthode ne garantit pas laréduction de la variance.

5.1. Ruine parallèle

Le modèle de ruine parallèle est décrit en figure 2. Seul le joueur i et ses inter-
actions avec le joueuri + 1 sont représentés.N joueurs se déplacent sur une ligne
deL cellules. Le joueuri dans la cellulej peut avancer en franchissant la transition
Ai,j (de tauxp) si le joueuri + 1 n’est pas dans la cellulej ou si i = N . Il peut
reculer en franchissant la transitionRi,j−1 de tauxq. Les joueurs ne se déplacent plus
lorsqu’ils sont dans la cellule1 ouL. Ce modèle possèdeLN états. On s’intéresse à la
probabilité que plus de la moitié des joueurs atteignent leurs celluleL sachant qu’ils
se situent initialement au milieu de leur ligne.

Ce modèle est un paradigme des problèmes de tolérance aux pannes dans les-
quelles les joueurs sont les processus qui tentent d’accomplir une tache. La tache
globale est accomplie lorsqu’au moins la moitié des processus ont réussi leur tâche
en atteignant leur cellule1. Les processus peuvent subir des pannes qui les éloignent
de leur but allant jusqu’au blocage atteint en celluleL. Le modèle simplifié supprime
les contraintes entre les différents joueurs. Les comportements des joueurs sont ainsi
indépendants. Un état du modèle est alors caractérisé par lenombre de joueurs dans
chaque cellule. Le système a donc

(

N+L−1
L−1

)

états. La deuxième et la cinquième co-
lonnes du tableau 1 soulignent la réduction du nombre d’états entreC etC•.

0. Les expérimentations ont été réalisées sur un ordinateur doté d’un processeur à 1.86Ghz et
de 2Go de mémoire.
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N taille de µ(init) T (s) taille de µ•(init) T µ(init) δ T (sec)
C numérique C• µ• (sec) estimé simulation

5 7.5E5 1.884E-9 20 11628 1.444E-8 ≈ 0 1.902E-09 4.142E-11 1100
6 1.1E7 1.147E-12 435 38760 2.450E-11 ≈ 0 1.157E-12 3.167E-14 930
7 1.7E8 # # 116280 5.712E-11 3 2.934E-12 8.269E-14 1200
8 2.0E9 # # 319770 1.033E-13 14 1.885E-15 9.724E-17 1000
9 3.8E10 # # 817190 2.323E-13 47 4.693E-15 2.776E-16 1400
10 5.7E11 # # 1961256 4.379E-16 153 3.209E-18 3.173E-19 1000
11 8.0E12 # # 4457400 9.626E-16 481 7.959E-18 7.664E-19 1300
12 1.3E14 # # 9657700 1.866E-18 1000 5.590E-21 1.030E-21 1100

Tableau 1.Résultats expérimentaux pour la ruine parallèle

Pour ce modèle, nous avons prouvé les conditions qui garantissent la réduction de
la variance (voir propositions 4 et 5). Le tableau 1 présenteles résultats expérimentaux
avec comme paramètres :p = 0.3 , q = 0.7, L = 15. Nous avons simulé300000 tra-
jectoires quelque soit le modèle. On observe que l’estimation deµ(init) est toujours
dans l’intervalle de confiance obtenu et que la taille de celui-ci notéeδ reste toujours
petite vis à vis deµ(init). La méthode numérique échoue par manque de mémoire
dès queN est supérieur à 6. Notre méthode permet ici d’estimer une probabilité qui
est à la fois hors de portée des model checkers numériques (1014 état pourN = 12)
et hors de portée des méthodes statistiques sans accélération des évènements rares
(E(Vs0) ≈ 10−21 pourN = 12).

5.2. Les philosophes

Le second exemple étudié est celui du dîner des philosophes qui illustre les pro-
blèmes de concurrences pour le partage de ressources.N philosophes sont assis autour
d’une table avec une fourchette entre chacun d’eux. Les philosophes ont besoin de
deux fourchettes pour manger. Initialement tous les philosophes pensent. Puis un phi-
losophe prend sa fourchette de droite (transition de tauxλ1), et ensuite sa fourchette
de gauche (transition de tauxλ2). Lorsqu’ il finit son repas (transition de tauxρ), il
se remet alors à penser. Nous nous intéressons à la probabilité que les philosophes
se bloquent mutuellement en prenant tous leur fourchette dedroite avant qu’il n’y ait
r repas consommés. Le système est modélisé par le réseau de Petri de la figure 3(a)
pour quatre philosophes. La place au centre du réseau (Ns) sert a compter le nombre
de repas effectués (r).

Dans le modèle simplifié, les philosophes ne sont pas assis à table lorsqu’ils
pensent. Lorsque l’un philosophe désire manger il s’assiedet prend successive-
ment deux fourchettes quelconques. le réseau de Petri de la figure 3(b) modélise
ce système avec des taux fonctionnels définis parf1 = m(Th) × λ1 , f2 =
min(m(Wa),m(Fo))×λ2 ete= m(Ea)×ρ oùm représente le marquage courant.
Le nombre d’états de la chaîneC associé au modèle est minoré par2n · n alors que
celui de la chaîneC• est majoré parn3. Il y a donc un saut exponentiel entre la taille
de ces deux chaînes ce qui permet de résoudre numériquement la version simplifiée
alors que la version originale reste hors de portée des modelcheckers numériques.
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Ns

(a) M pour quatre philo-
sophes

n
Th Wa Ea

n
Fo

Ns

f1 f2

e

2

(b) le modèle simplifiésM•

Figure 3. Réseaux de Petri pour les philosophes
N taille de µ(init) T (s) taille de µ•(init) µ(init) Variance T (s)

C numérique C• estimé simulation
3 56 5.822E-4 0.007 24 5.822E-4 5.822E-4 0 0.22
5 492 1.590E-6 0.028 72 9.950E-7 1.604E-6 2.651E-10 705
10 7.3E4 2.358E-11 3.45 396 1.853E-12 6.006E-12 4.614E-18 1400
15 8.8E6 3.402E-16 845 1152 3.979E-17 5.868E-19 7.466E-32 4150
18 1.4E8 # # 1900 1.416E-19 2.212E-22 8.749E-39 6400
30 9.4E12 # # 7936 1.566E-27 1.051E-38 1.555E-71 16000

Tableau 2.Résultats expérimentaux pour les philosophes

Les résultats expérimentaux sont présentés dans le tableau2. Les paramètres choi-
sis sontr = N , λ1 = 1, λ2 = 100 et e = 10. PourN = 3 le modèle simplifié
est le même que le modèle original d’où une variance nulle. Nous avons généré un
million de trajectoires quelque soit le modèle. Observons que le temps de vérification
numérique est proportionnel à la taille deC, elle-même exponentielle par rapport àN
alors que le temps de vérification statistique augmente proportionnellement àN .

Il apparaît que l’inégalité de la définition 3 n’est pas vérifiée. Il existe donc des
trajectoires dans le système qui possèdent une valeur supérieure àµ•(init) comme
on peut l’observer sur la figure 4(a). L’existence de trajectoires avec une valeur très
grande devantµ(init) augmente significativement la variance. Pour les grandes valeur
deN on retouve ici le problème des évènements rares. Des trajectoires très rares ont
un impact très grand sur l’estimation. Sur la figure 4(b) on a multiplié la valeur des
trajectoires par le nombre de fois qu’elles apparaissent. On voit alors que l’unique tra-
jectoire de valeur2.10−6 a plus d’influence sur l’estimation que les4500 trajectoires
de valeur2.10−12. Les probabilités de rencontrer ces trajectoires sont trèsfaibles ce
qui conduit en général à une sous-estimation deE(Vs0) comme on l’observe dans le
tableau 2 pour10 et15 philosophes.

6. Conclusion

Nous avons proposé une méthode de model checking statistique permettant d’éva-
luer un encadrement de la probabilité d’événements rares. Cette méthode se base sur la
technique d’échantillonnage préférentiel. Alors que celle-ci est le plus souvent utilisée
avec des heuristiques, nous proposons un cadre théorique qui permet d’en garantir la
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Figure 4. Histogramme de la valeur des trajectoires pour 10 philosophes

précision. Lorsque les hypothèses associées à la méthode nesont pas vérifiées, celle-ci
fournit un résultat, mais sans garantie théorique. Nous avons implémenté les fonction-
nalités nécessaires à l’outil de model checking statistique COSMOSpour intégrer notre
méthode ce qui nous a permis de mener des expérimentations significatives. La garan-
tie théorique de la diminution de la variance est un enjeu important pour la précision
du résultat ; il serait intéressant de pouvoir conserver cette propriété dans un cadre plus
général, en particulier sans avoir à calculer leµ• (cf. conditions de la proposition 5).
Nous nous proposons d’étudier des conditions théoriques d’obtention des ces inégali-
tés par des méthodes de couplage et d’ordre stochastique. Par ailleurs, dans le cas où
la garantie de la variance n’est pas obtenue, nous voudrionsétablir des conditions as-
surant que la valeur obtenue est (avec une grande probabilité) un minorant de la valeur
réelle, fait observé expérimentalement.
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A. Preuves

Preuve de la proposition 1
De tout état la probabilité d’atteindres− ou s+ est égale à 1. Par conséquent, les
espérances des v.a.Vs sont les uniques solutions du système suivant :

E(Vs−) = 0 ∧ E(Vs+) = 1 ∧ ∀s /∈ {s−, s+} E(Vs) =
∑

s′ 6=s−

P(s, s′)E(Vs′ )

On écrit maintenant le système similaire pour la matrice de transitionP′ mais en
tenant compte du facteur correcteur.

E(Ws−) = 0 ∧ E(Ws+) = 1

∧ ∀s /∈ {s−, s+} E(Ws) =
∑

s′ 6=s−∧P′(s,s′)>0

P
′(s, s′)

(

P(s, s′)

P′(s, s′)

)

E(Ws′)

En vertu de la restriction définie par l’équation 1, après simplification les deux sys-
tèmes sont identiques et en particulierE(Ws0 ) = E(Vs0) = p.

c.q.f.d.♦♦♦

Preuve de la proposition 2
Le casµ(s) = 0 est évident car toute trajectoire issue des atteints− et a donc une
valeur nulle.

Supposons maintenantµ(s) 6= 0. Tout d’abord, en vertu de l’équation

µ(s) =
∑

s′|µ(s′)>0

P(s, s′)µ(s′)

P
′(s,−) est une distribution. Dans la chaîne modifiée, puisque d’un état s vérifiant

µ(s) > 0 on n’atteint que des étatss′ vérifiantµ(s′) > 0, toute trajectoire issue des
atteints+.
Notonss = u0, . . . , ul = s+ une telle trajectoire.
Alors la valeur dec est égale à(µ(u0)/µ(u1)) . . . (µ(ul−1)/µ(ul)) = µ(s).

c.q.f.d.♦♦♦

Preuve de la proposition 3
Soit s = u0, . . . , ul = s+ une trajectoire issue des qui atteints+.
Puisque la trajectoire ne rencontre pass−, la valeur de cette trajectoire est égale à
(µ∗(f(u0))/µ

∗(f(u1))) . . . (µ
∗(f(ul−1))/µ

∗(f(ul))) = µ∗(f(s))

On sait queE(Ws) = µ(s). Par conséquent,P(Ws = µ∗(f(s))) = µ(s)
µ∗(f(s)) . Ceci

implique queµ(s) ≤ µ∗(f(s)) etV(Ws) = µ(s)µ∗(f(s)) − µ2(s).
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c.q.f.d.♦♦♦

Preuve de la proposition 4
Dans un premier temps, nous établissons que pour touts ∈ S, on aµ(s) = µ∗(f(s)).
Pour cela, il suffit de démontrer les quantités satisfont le système d’équations qui
définitµ (voir la preuve de la proposition 1). Soits ∈ S,
∑

s′∈S P(s, s′)µ∗(f(s′)) =
∑

s•∈S∗

∑

s′∈f−1(s•) P(s, s′)µ∗(s•)
∑

s•∈S∗ P
∗(f(s), s•)µ∗(s•) (en vertu de la définition de l’agrégation)

= µ∗(f(s))

Soit s ∈ S tel queµ(s) > 0 (et par conséquentµ∗(f(s)) > 0).

P
′(s, s′) = µ∗(f(s′))

µ∗(f(s)) P(s, s′) = µ(s′)
µ(s) P(s, s′)

ce qui est la définition de l’échantillonnage à variance nulle.

c.q.f.d.♦♦♦

Preuve de la proposition 5
Soit s un état tel queµ∗(s) > 0 etCom(s) 6= ∅. On observe que :
µ∗(s) =

∑

s′∈Com(s) µ
∗(s′)P∗(s, s′) +

∑

s′∈Inh(s) µ
∗(s′)P∗(s, s′)

≥
∑

s′∈Com(s) µ
∗(s′)P∗(s, s′) + µ∗(s)(1 − h∗(s))

(ici on a minoré pours′ ∈ Inh(s), µ∗(s′) par µ∗(s))
Par conséquent :
∑

s′∈Com(s) µ
∗(s′)P∗(s, s′) ≤ µ∗(s)h∗(s)

Et finalement :
1

µ∗(s)h∗(s)

∑

s′∈Com(s) µ
∗(s′)P∗(s, s′) ≤ 1

Soit s un état quelconque tel queµ∗(s) > 0.
SupposonsCom(s) = ∅,
∑

s′∈S
µ∗(s′)
µ∗(s) P(s, s′) =

∑

s′∈Ext(s)
µ∗(s′)
µ∗(s) P(s, s′) ≤

∑

s′∈Ext(s)P(s, s′) = 1

(ici on a majoré pours′ ∈ Ext(s), µ∗(s′)
µ∗(s) par 1)

SupposonsCom(s) 6= ∅, et par conséquenth(s) > 0 eth∗(s) > 0
∑

s′∈S
µ∗(s′)
µ∗(s) P(s, s′)

=
∑

s′∈Com(s)
µ∗(s′)
µ∗(s) P(s, s′) +

∑

s′∈Ext(s)
µ∗(s′)
µ∗(s) P(s, s′)

≤ h(s)
∑

s′∈Com(s)
µ∗(s′)
µ∗(s)

P(s,s′)
h(s) + (1 − h(s))

= h(s)
∑

s′∈Com(s)
µ∗(s′)
µ∗(s)

P
∗(s,s′)
h∗(s) + (1− h(s))

= h(s)
(

1
µ∗(s)h∗(s)

∑

s′∈Com(s) µ
∗(s′)P∗(s, s′)

)

+ (1− h(s))

≤ h(s) + (1 − h(s)) = 1
(en vertu de l’observation précédente)

c.q.f.d.♦♦♦
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Preuve de la proposition 6
Soit s = u0, . . . , ul = s+ une trajectoire issue des qui atteints+.
Puisque la trajectoire ne rencontre pass−, la valeur de cette trajectoire est égale à

(µ∗(f(u0)max(g(u0), 1))/µ
∗(f(u1))) . . . (µ

∗(f(ul−1)max(g(ul−1), 1))/µ
∗(f(ul)))

= µ∗(f(s))
∏

0≤i<l|g(ui)>1

g(ui) ≥ µ∗(f(s))

c.q.f.d.♦♦♦


