Informatique Mathématique
une photographie en 2015

XetYetZet.. (Eds.)

27 février 2015






Table des matiéres

[1 Controle, probabilités et observation partielle| 3
(I.1  Automates probabilistes| . . . . . .. ... ... .. .. .. .. 4
MII Présenfafion] . . . ... .................. 4
[L.1.2° Propriétés des langages stochastiques| . . . . . .. .. 9

1.1 Décidabilité et indécidabilité dans les PAl . . . . . . . 16

(1.2 Processus de décision markoviens partiellement observables| 23
résentationl . . . . ... ... oo oL 23

28

2 32

(1.3 ]eux stochast1ques partiellement observables| . . . .. .. .. 45
. résentation| . . . ... ... oo oo 45

[.32 Caracteredéterminé . . ... .............. 49







Table des figures

1.1 UnexempledePA[ . ... ... ... ... ... ....... 6
12 UnPA Atel que EZ%(A) ={ad"b" |n > O}l .......... 8
1.3 La hiérarchie de Chomsky complétée,. . . . . ... ... .. 10
14 UnPAA Lo (A)={a""cT [n>01. ..., 13
1.5 UnPApour {a™b...0a"™*b|k>1Am3=mg}|. ... ... 15
[[.6 Réduction du probléeme de valeur Tdansles PA]. . . . . .. 23
1.7 UnexempledePOMDP] . .. ... ... ........... 25
1. n v rvation déterministel . . . . . . .. .. 27
1.9  Un exemple nécessitant une mémoire infinie.| . . . . . . .. 35
1.10 Réduction pour le théoréme[1.2.15] . . . .. ... ... ... 36
1.11 Complexité des problemes qualitatifs pour les POMDP.| . . 41
1.12  Un systeme probabiliste a événement discret,| . . . . . . .. 43
[1.13 Un exemple de jeu stochastique a signaux a unjoueur] . . . 46
1.14 Un exemple de jeu stochastique a signaux a deux joueurs.| . 48

15

Un jeu non-déterminé avec condition de gain de co-Biichi.|. 50







Liste des tableaux






Chapitre 1

Controle des modeles
probabilistes partiellement
observables

Nathalie Bertrand
Serge Haddad

De nombreux domaines d’application nécessitent I’analyse de modéles
probabilistes partiellement observables. Considérons par exemple le diag-
nostic de dysfonctionnements dans les réseaux de télécommunications. Le
systeme chargé de la surveillance d'un tel réseau n’a accés qu’a une connais-
sance partielle de I'état de chacun des composants, et les pannes sont abs-
traites de maniére naturelle par des événements aléatoires. De facon ana-
logue, la gestion du trafic ferroviaire repose sur des capteurs de position des
trains, et les informations qu’ils remontent doivent étre interprétées pour
contrdler au mieux la vitesse et I'espacement des trains. La modélisation de
telles applications nécessite un cadre qui combine trois aspects importants :
contrdle, probabilités, et observation partielle.

L’objectif de ce chapitre est de passer en revue les problemes de controle
pour plusieurs modeles formels qui combinent probabilités et observation
partielle.

Dans un premier temps, on s’intéressera aux automates probabilistes
(PA), o1 le contrdleur, dépourvu d’observations, doit interagir avec un envi-
ronnement afin d’atteindre un objectif avec une probabilité maximale. Nous
étudierons d’abord les automates probabilistes du point de vue de la théorie
des langages en établissant comment leur expressivité se compare a celle de
familles classiques de langages. On présentera également leurs propriétés
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de cloture. Puis, on détaillera les problemes de décision relatifs au controle
des automates probabilistes. En particulier, on montrera que I'équivalence
est décidable pour les automates probabilistes, mais que 'existence d’un
controleur garantissant une probabilité supérieure a un seuil fixé est un
probleme indécidable. D’autres résultats plus récents d’indécidabilité seront
aussi présentés.

Nous introduirons ensuite les processus de décision markoviens partiel-
lement observables (POMDP). Ce modele généralise celui des PA puisque
le controleur a acces au cours de l'exécution du systéme a une informa-
tion partielle sur I'état courant. Les POMDP étendent également les pro-
cessus de décision markoviens MDP pour lesquels I’observation est par-
faite. On développera un algorithme de synthese d’une politique optimale
de controle a horizon fini, c’est-a-dire lorsque le nombre d’étapes est fini et
fixé a I'avance. Puis, on étudiera des problemes d’optimisation a horizon
infini, en détaillant pour des propriétés qualitatives (c.-a-d. oit on requiert
une probabibilité positive ou égale a 1 d’atteindre un objectif), les résultats
de décidabilité et de complexité. D'un point de vue applicatif, on montrera
comment les POMDP permettent de spécifier et d’analyser le probleme du
diagnostic actif de panne, correspondant a la recherche d'un contrdleur ga-
rantissant la diagnosticabilité du systeme.

Enfin, nous évoquerons le cas plus général des jeux stochastiques a si-
gnaux. Ce modele classique en théorie des jeux étend les modeles précédents
en exprimant l'interaction de deux joueurs partiellement informés dans un
environnement probabiliste. Apres avoir établi pour quels objectifs de gain
ces jeux sont déterminés (c.-a-d. pour lesquels I'un des deux joueurs a une
stratégie gagnante), nous présenterons les principaux résultats de décida-
bilité et d'indécidabilité pour les jeux stochastiques a signaux.

1.1 Automates probabilistes

1.1.1 Présentation

Les automates probabilistes ont été introduits pour spécifier de nou-
velles familles de langages formels [26]]. Ils se différencient des automates
non déterministes de la facon suivante : étant donné un caractere lu, 1’état
suivant est choisi de maniére probabiliste. Ainsi apres avoir lu un mot
dans 'automate, chaque état a une probabilité d’étre 1’état atteint. En cu-
mulant la probabilité des états finals, on obtient une valeur qu’on peut
comparer avec un seuil pour déterminer si le mot appartient au langage
spécifié par 'automate.
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Un autre point de vue sur ces automates est lié a des problemes de
planification, et nous allons l'illustrer maintenant. Supposez que vous pla-
nifiez des vacances a l'étranger. Vous devez choisir avec quel train ou
avion voyager, quelle maison ou chambre d’hotel louer, quelles excursions
entreprendre ou expositions visiter, etc. Chacune de ces actions peut étre
modélisée par un caractere d’un alphabet particulier et 1'effet de ces ac-
tions étant incertain, le changement d’état déclenché par une action est
naturellement spécifié par une distribution. Votre objectif est de maximiser
la probabilité de réussir vos vacances. Par exemple en détaillant un peu,
les états pourraient étre : départ, aéroport, hotel, succes, échec. Dans
I'état départ vous avez le choix entre deux compagnies d’avion lowcost
ou highcost. La compagnie lowcost vous conduit a I'état aéroport (res-
pectivement échec en cas d’annulation de vol) avec probabilité 0.9 (res-
pectivement 0.1). Une autre distribution est associée avec highcost. La
réservation de I'hotel peut étre effectuée par internet ou téléphone. Une
réservation internet vous conduit de 1’état aéroport a I'état hétel (res-
pectivement échec en cas d’annulation de réservation) avec probabilité 0.7
(respectivement 0.3). Pour le choix des excursions, vous avez affaire a deux
agences toutvoir et nerienrater. Le mot lowcost.internet.toutvoir est
un plan possible et sa probabilité de réussite est la probabilité de terminer
dans I'état succes. On peut alors chercher un mot qui maximise cette pro-
babilité ou, plus modestement, un mot dont la probabilité est supérieure a
un seuil.

Afin de définir les automates probabilistes (PA), nous adoptons la ter-
minologie de la théorie des langages formels. Rappelons qu’étant donné
un ensemble fini ou dénombrable E, une distribution 7 sur E est une fonc-
tion de E dans R telle que ) 7(e) = 1.

Définition 1.1.1 (PA). Un automate probabiliste A =
(Q, A, {Pgs}aca, mo, F) est défini par :
— Q, l'ensemble fini des états ;
— A, l'alphabet fini;
— pour tout a € A, P,, une matrice stochastique indicée par @, c.-a-d. telle
que¥q € Q > coPalg,d'l = 1etVg,q' € QPulg,¢'1 > 0;
— o, la distribution initiale des états et F' C () I'ensemble des états finals.

Lorsque la distribution initiale est une distribution de Dirac concen-
trée en ¢, on dit que ¢ est I’état initial.

Exemple 1.1.2 (Un exemple de PA). La figure|1.1| décrit un PA avec un état
initial qo et un état final q. A des fins de concision, un arc d'un état a un autre
est étiqueté par un vecteur de probabilités de transition indicé par les états. Pour
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rendre ces indices explicites, le vecteur est représenté par une somme formelle. Par
exemple, la transition qui boucle autour de qq est étiqueté par la + 1b signifiant
que lorsque a (respectivement b) est lue dans qo, la probabilité que I'état suivant
soit qo, Pa[qo, qo] (respectivement Pylqo, qol), est égale a 1 (respectivement % ).

.

!

1a+;b;a+1b
a

D=

FIGURE 1.1 — Un exemple de PA

La définition suivante formalise la probabilité d’acceptation d"un mot
discutée plus haut.

Définition 1.1.3. Soit A un PAet w = a;...a, € A* un mot, la probabilité
d’acceptation de w par A est définie par :

PI‘A(’LU) dzEfZWO[Q] Z (H Pai) [q,q,}'

qeQ qgeF \i=1

Notation. Etant donné un mot w = a; ...ay, la matrice stochatique P,,

est définie par P, et [[i-, Pg,. En particulier P, = Id. Ainsi Pr4(w) =
wonlg ou 1 est le vecteur indicateur du sous-ensemble F' (et I'exposant
T dénote la transposition).

Calculons Pr 4(abba) dans I'exemple Puisqu’il n’y a que deux
états, il nous suffit de calculer successivement la probabilité d’acceptation
des préfixes de abba. Pour le mot vide ¢, Pr 4(¢) = 0. Puis :

Pra(a) = $Pra(e) =0,

Pry(ab) = Pra(a) + 3(1 — Pra(a)) = 5

Pr 4(abb) = Pr 4(ab) + %(1 — Pry(ab)) = %

Pr 4(abba) = L Pr 4(abb) = 3

Plus généralement, on obtient les équations de récurrence suivantes :

Pry(wa) = éPrA(w) et Pry(wb) = %(1 + Pry(w))

Justifions par exemple la deuxieme équation. La probabilité d’atteindre q;
apres avoir lu wb est égale a la probabilité d’atteindre ¢y apres avoir lu
w et de passer de ¢qp a ¢ par l'action b plus la probabilité d’atteindre ¢;
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apres avoir lu w et de rester en g; par I’action b. En appliquant les résultats
élémentaires sur les probabilités conditionnelles la premiére probabilité
est égale a 1(1 — Pra(w)) car 1 — Pry(w) est la probabilité d’atteindre
qo apres avoir lu w. La deuxieme probabilité est égale a Pr 4(w), d’ot le
résultat.

A partir de ces équations, on déduit une expression explicite de la
probabilité d’acceptation :

n

Pra(a;...an) = Z 271 14
i=1

Observez que sup,,c 4« Pra(w) = 1 et que cette valeur n’est atteinte par
aucun mot fini.

Etant donné un PA A = (Q, A, {Ps}aca, m0, F) et un mot fini w, A se
comporte comme une chaine de Markov a temps discret (DTMC) MY =
(S, mo, P). Cette interprétation a encore plus de sens pour les mots infinis,

. . def .
comme nous le verrons par la suite. Siw = wy - - - wy,, I'ensemble des états

de cette DTMC est § & Q@ % [0,n]; la distribution initiale est donnée par
celle du PA : m((gq, 0)) = m(q) (et mp est nulle partout ailleurs) ; et la matrice
de transition est définie pour tout ¢,¢' € Q eti < npar P[(¢,7),(¢,i+1)] =
Py,..lq,4], Pl(g,n),(g,n)] = 1 (les états correspondant a I'instant n sont
absorbants) et P est nulle pour tous les autres coefficients.

Les languages stochastiques sont alors obtenus a 1’aide de seuils et
d’opérateurs de comparaison.

Définition 1.1.4. Soit A un automate probabiliste, 0 € [0, 1] un seuil et > €
{<, <, >, >, =, #} un opérateur de comparaison. Alors le langage Ly.o(A) est
défini par :

LNQ(.A) = {w c A" | PI‘A(’LU) > 9}.

Les langages stochastiques de I'exemple ont une interprétation
naturelle. En définissant v, = 0 et v, = 1, la probabilité d’acceptation d"un
mot w = w; ...wy est alors le nombre binaire 0.vy,, ...vy,. En particu-
lier, £ 1 (A) est 'ensemble des miroirs des représentations des nombres

binaires au moins égaux a % Observez que la représentation d’un nombre

n’est pas unique en raison de I’ajout de zéros en début du mot (c.-a-d. a la
fin de la représentation).

Exemple 1.1.5 (Un PA qui compte). La figure[1.2]décrit un PA sur l'alphabet
{a,b}. Il s’agit d’une représentation succincte oit nous avons omis un état absor-
bant non final et toutes les transitions vers cet état. Par exemple, a partir de qo
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FIGURE 1.2 — Un PA A tel que EZ%(A) = {a"b" | n > 0}.

(respectivement qz) en lisant b I'automate va vers I'état puits avec probabilité 1
(respectivement ).

Tout mot w différent de a™b™ avec m > 0,n > 0 ne peut étre accepté
et par conséquent Pro(w) = 0. Soit donc w = a™b" avec m > 0,n > 0.
Le mot w peut étre accepté par un chemin qoqy"*qy ou par la famille de chemins
q095q3qr avec 0 < r,s et r + s = m. La probabilité du premier chemin est
1t (L=l = L tandis que la somme des probabilités des chemins de la famille
est Y7 o o = & — 5. En sommant, on obtient Pr 4(w) = 3 + 5 — ok Par
conséquent L_1(A) = {a"b" | n > 0}.

1
2

Afin de pouvoir manipuler des PA de facon effective, nous devons
imposer des restrictions sur leur définition, conduisant a la sous-classe
suivante de PA.

Définition 1.1.6. Un PA est dit rationnel si ses distributions de probabilité ap-
partiennent @ Q@ : c.-a-d. pour tout a € A et tous (s,s') € Q, Py[s,s'] € Q.
Un langage stochastique rationnel est un langage stochastique spécifié par un
PA rationnel avec un seuil rationnel.

L'exemple montre que {a"b" | n > 0} est un langage stochas-
tique rationnel.
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1.1.2 Propriétés des langages stochastiques
Expressivité

Une premiere question a traiter est liée a la définition des langages
stochastiques : pouvons-nous restreindre les seuils possibles et les opéra-
teurs de comparaison en conservant le méme pouvoir d’expression ? Nous
démontrons d’abord que nous pouvons toujours utiliser un seuil 1 (ou
toute valeur arbitraire strictement comprise entre 0 et 1).

Proposition 1.1.7. Soit Aun PA, 0 € [0, 1] un seuil et <€ {<, <, >, >, =, #}
un opérateur de comparaison. Alors il existe un PA A’ tel que :

L

>

(A') = Loag(A).

N

De plus si A est un PA rationnel et 0 € Q alors A’ est également un PA rationnel.

Démonstration. Etant donnés A et # %, on construit A’ comme représenté
ci-dessous.

‘omo[q] ll—a

SNC) @))14

Y

On ajoute un état gy qui est absorbant quelle que soit la lettre choisie.
La distribution initiale est modifiée ainsi : 7(,[qo] = 1 —a et pour tout ¢ € Q,
molq] = amolg] ot 0 < a < 1. Le fait que ¢ soit final ou non, et la valeur «

dépendent de 6 de la fagon suivante :

- Sif > falorsqy ¢ Feta def 5 de telle sorte que pour w € A*,

Pry(w) = 55Pra(w). Ainsiw € L1 (A') ssiw € Ly (A).

1
2

- Sif < Jalorsqy € Feta def ﬁ de telle sorte que pour w € A%,
Pr g (w) = %{W. Ainsi w € LN%(A’) ssiw € Lyg(A).
Dans les deux cas on a donc bien L__ 1 (A") = Lyap(A). O

Nous établissons maintenant que les opérateurs d’égalité et de diffé-
rence peuvent étre omis.

Proposition 1.1.8. Pour tout PA A il existe un PA A’ tel que :

L=i(’A,) = in(A/) =L_1(A)etdonc L_.(A") = L1 (A).

-1 1
2 1

De plus si A est un PA rationnel et 0 € Q alors A’ est également un PA rationnel.
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récursivement
énumérable

stochastique

régulier

FIGURE 1.3 - La hiérarchie de Chomsky complétée.

Démonstration. On construit A’ = (Q', A, {P’,}aca, 7, F') ainsi :
-Q'=0QxQ;
- P(q1, @), (¢}, @)] = Palar, ¢1]Pala2, ¢5] 5
- mola1, ¢2] = molqi]molge] et F' = F x (Q\ F).
Lorsqu'un mot w est lu, les deux composantes de 1'automate se com-
portent de maniere indépendante et par conséquent : Pry(w) =
Pr4(w)(1 — Pry(w)). Ce qui entraine Pr 4 (w) < § quel que soit le mot w,
et Pry (w) = 1 si et seulement si Pr 4(w) = 3. O
Observons maintenant que 'on peut restreindre les opérateurs de
comparaison utilisés pour définir les langages stochastiques. En effet, en
complémentant les états finals, 'opérateur < (respectivement <) peut étre
simulé par I'opérateur > (respectivement >).

Proposition 1.1.9. Soit A un PA et A’ défini comme A excepté que F' = Q\ F.
Alors :
LZ@(A/) =Lg(A)et L>9(.A/) = L<g(A).

La deuxieme question d’expressivité que nous traitons est liée a la
comparison de la famille des langages stochastiques avec les familles clas-
siques de langages, que I'on rappelle brievement. Les langages récursive-
ment énumérables sont ceux engendrés par une grammaire sans restric-
tion sur la nature des régles ou, de maniere équivalente, ceux reconnus
par une machine de Turing. Les langages contextuels sont ceux engendrés
par une grammaire dont le membre gauche de toute régle est au plus aussi
long que le membre droit de la regle (a I'exception d"une unique régle pour
générer le mot vide, s’il appartient au langage). Les langages algébriques
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sont ceux engendrés par une grammaire dont le membre gauche de toute
regle est un unique symbole. Les langages réguliers sont ceux engendrés
par une grammaire dont le membre gauche de toute regle est un unique
symbole et le membre droit a au plus deux symboles dont le premier est
un caractere. Le théoreme de Kleene établit que les langages réguliers sont
aussi ceux reconnus par automate fini (que 1’on peut choisir déterministe
et complet). La Figure[1.3|illustre le positionnement des langages stochas-
tiques et des langages stochastiques rationnels vis a vis de ces familles de
langages. Dans ce qui suit, nous détaillons ces comparaisons.

Considérons les langages {L~y(A) | 0 < § < 1} ou A est le PA pré-
senté dans I'exemple Etant donnés 6§ < ¢’ il existe un nombre binaire
btelque § < b < @', ce qui entraine L.y (A) C L-y(A). Ainsi la famille des
langages {L-¢(A) | 0 < § < 1} n’est pas dénombrable, contrairement a la
famille des langages récursivement énumerables. On en déduit :

Proposition 1.1.10. Il existe un langage stochastique non récursivement énu-
merable.

Un automate fini déterministe complet (de fonction de transition 6)
est un cas particulier d’automate probabiliste dont la distribution asso-
ciée a la paire (s, a) est une distribution de Dirac de support 'état (s, a).
Ainsi la famille des langages réguliers est incluse dans la famille des lan-
gages stochastiques rationnels. Il est facile de démontrer 1'inclusion stricte
puisque le langage de I'exemple [1.1.5n’est pas régulier.

Proposition 1.1.11. La famille des langages réguliers est strictement incluse
dans la famille des langages stochastiques rationnels.

Les deux propositions suivantes établissent que les langages algé-
briques et les langages stochastiques (rationnels) sont incomparables.

Proposition 1.1.12 ([22]]). II existe un langage algébrique qui n’est pas un lan-
gage stochastique. Plus précisément L = {a"'ba"?b...a" ba* | k > 2 A Ji >
1: n; = ny} est un langage algébrique qui n’est pas stochastique.

Démonstration. Soit L = {a"'ba™b...a" ba* | 3i > 1 n; = n1}. L est al-
gébrique car reconnaissable par un automate non déterministe a pile (voir
par exemple [16]). En effet avec un compteur (c.-a.-d une pile sur un alpha-
bet unaire), on compte n; le nombre de a jusqu’a la premiéere occurrence
de b. Puis on devine une occurrence de b et on décrémente le compteur par
les occurrences de a jusqu’a la prochaine occurrence de b. Si le compteur
est nul alors le mot est accepté.
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Supposons que L = L-y(A) ou L = L>g(A) pour A un PA. Soit 31, c;a’
le polyndme minimal de la matrice P,. Puisque 1 est une valeur propre
de P,, on obtient )" ;¢; = 0 ce qui entraine 1'existence de coefficients
strictement positifs et négatifs.

Par définition, > , ¢;P, = 0 et donc pour tout mot w, Y ;" ; ¢;Pi,, = 0.
Si ¢y, ..., ¢, sont les coefficients strictement positifs du polyndme, choi-
sissons w = ba'tb...ba"*b, et soit 0 < i < n.

Si L = L-y(A), par définition de L, moPi,, 1%L > 0 ssii € {iy,... ik}
Donc: 0= Y7, ¢;moPuin1h > (301, i) = 0, une contradiction.

Si maintenant L = L>(A), on a moP i, 1% > 0 ssii € {iy,...,ix}. Donc :
0=>""cimoPqi,1h > (3% )0 = 0, une contradiction.
Ainsi L n’est pas un langage stochastique. O

Proposition 1.1.13. Il existe un langage stochastique rationnel qui n’est pas
algébrique. Plus précisément L = {a"b"c" | n > 0} est un langage stochastique
rationnel qui n’est pas algébrique.

Démonstration. En utilisant le lemme d’Ogden on prouve facilement que
L = {a"b"c" | n > 0} n’est pas algébrique (voir par exemple [16]).

Observons que L = Ly N Ly avec Ly = {a™b"ct | n > 0} et Ly = {aTb"c" |
n > 0}. En utilisant la propriété de cloture énocée par la proposition[1.1.20}
il suffit de prouver que chaque L; est un langage stochastique rationnel,
c-a-d. que L; = L_ 1 (A;) avec A; un PA rationnel. Ces deux automates

sont des variantes de ceux de 1’exemple La Figure [1.4] décrit A, et
nous laissons au lecteur le soin de spécifier As. O

Observons que le probleme du mot est décidable pour la famille des
langages stochastiques rationnels. Etant donné un PA rationnel, un seuil
rationnel, un opérateur de comparaison et un mot, on peut décider si le
mot appartient au langage stochastique rationnel ainsi défini. En analy-
sant la complexité d'une telle procédure, on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.1.14 ([24]). La famille des langages stochastiques rationnels est
strictement incluse dans la famille des langages contextuels.

Démonstration. Les langages contextuels sont exactement les langages
pour lesquels le probleme du mot peut étre décidé par une procédure non
déterministe en espace linéaire [17].

Nous démontrons que l’appartenance d’'un mot a un langage stochastique
rationnel peut étre décidée par une procédure déterministe en espace li-
néaire. Cette complexité est loin d’étre optimale [18], mais suffit pour
prouver que les langages stochastiques rationnels sont contextuels. Tout
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NO|—=

q4 la

1b

te(Ja—"—(@] ) 1t

(A) = {a"b"c" | n > 0}

FIGURE1.4-UnPA A L_

1
2

d’abord on calcule le plus petit commun multiple, disons b, des dénomina-
teurs de 6, des éléments des matrices {P,},c4 et des éléments du vecteur
mo. Ceci se fait en espace constant (c.-4-d. indépendant de n, la taille du
motw = aj ... ay a tester). Puis on construit les matrices entieres P/, = bP,
et le vecteur entier 7, = bmy de nouveau en espace constant.

Le probleme de l'appartenance de w a Lyyp(A) se traduit alors en :
mo(ITie, Py,)1% > 66" 2 Observez que l'espace nécessaire au calcul de
66"+ est en O(n). On calcule aussi v = ([, P/, ) en initialisant v &
et en le multipliant successivement par P}, . A la iéme itération, la somme
des coefficients de v est exactement b1, Par conséquent ceci s’effectue
aussi en espace O(n). Finalement la comparaison requiert seulement des
indices de bits a comparer eux aussi en espace O(n). ]

Nous terminons cette section par un résultat intéressant montrant
qu’utiliser des « poids » en lieu et place des probabilités n’étend pas 1'ex-
pressivité de tels automates. A cette fin, nous introduisons les PA genera-
lisés et leurs langages.

Définition 1.1.15. Un PA generalisé A = (Q, A, {Pq}aca, mo, 7¢) est défini
par :
— Q, l'ensemble fini des états;
— A, un alphabet fini;
— Pour tout a € A, P,, une matrice réelle indicée par QQ x Q;
— 7o, un vecteur initial de réels indicé par Q) et 7y, un vecteur final de réels
indicé par Q.
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Définition 1.1.16. Soit A un PA généralisé et w € A* un mot, le poids d’ac-
ceptation de w par A est défini par :

d
Pry(w) :efWOPwW}F

N o def
ot comme précédemment P, = H?:l P,, pourw=ay...ap,.

Nous définissons maintenant la famille des langages stochastiques (ra-
tionnels) généralisés.

Définition 1.1.17. Soit A un PA généralisé, 0 € R un seuil et a € {<, <,>,>
, =, #} un opérateur de comparaison. Alors Li..o(A) est défini par :

Lo (A) = {w € A" [ Pra(w) >< 0}

Lorsque les nombres apparaissant dans cette définition sont des rationnels, on
parle de langage stochastique rationnel généralisé.

Théoreme 1.1.18 ([33]]). Les familles des langages stochastiques (rationnels) gé-
néralisés et des langages stochastiques (rationnels) coincident.

De plus il existe un algorithme, opérant en temps polynomial, qui transforme un
langage stochastique rationnel généralisé en un langage stochastique rationnel.

Cléture

La proposition suivante montre que comme pour la plupart des fa-
milles classiques de langages, les langages stochastiques sont clos par in-
tersection et union avec un langage régulier. Ce qui est intéressant ici c’est
que l'automate probabiliste construit dans la preuve est de taille linéaire
en la taille des deux automates en entrée (contrairement au produit syn-
chronisé utilisé dans d’autres constructions).

Proposition 1.1.19. La famille des langages stochastiques (rationnels) est close
par intersection et union avec les langages requliers.

Démonstration. Soient Ly(A;) un langage stochastique rationnel (avec
i€ {>,>}) et L—1(A2) un langage régulier (c.-4-d. Ay est un auto-
mate probabiliste avec des distributions de Dirac). Sans perte de gé-
néralité, nous supposons que > 6§ est différent de > 1. Alors A =
(Q, A, {Ps}aca, mo, F) est défini par :

- Q=Q190Q2;

— Pour touti € {1,2} et q € Q;, mo(q) = %7‘&'2‘70((]);
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— Pourtouta € A, q1,¢) € Q1, ¢2,¢5 € Q2, Polar, ¢i] = Pralar, ¢4,

P.lq2, 05) = Paulqe, ¢5] et Polar, ¢5] = Palge, ¢4 = 0;
- F=MNWkF,.

Montrons que L_ (A) = Lyg(A
construction, Pr 4(w) = %(P rg (w )+PrA2( ))-
Casw € L_1(Az). Pra(w )Z% > 4. Doncw € L, (A).

Casw ¢ L_1(A2). Pry(w) = (PI"Al( )-
Donc w € LMg(A) ssiw € LN(;(Al).

Nous laissons le lecteur vérifier que L_ 110 (A) = Lyag(A1) N L=1(A2). O
2

1) U L—1(A2). Considérons un mot w. Par

En utilisant une preuve similaire a celle de la proposition on
établit un deuxiéme résultat de cloture.

Proposition 1.1.20. La famille des langages stochastiques (rationnels)
{L—g(A)} a0 est close par intersection.

Afin de prouver des résultats négatifs de cloture, nous exhibons un
langage stochastique particulier.

1
|2
g 1
12 1,
%a (:@D %a q3 2 g4 la
1b 1b la 1b
b

g6 1b

—®
)
[N
S
C@
ot
ol

FIGURE 1.5 — Un PA pour {a™'b...ba™*b | k > 1 Am; = my}.

Lemme 1.1.21. Soit A l'automate de la Figure[1.5| Alors :

L_i(A)={a"b...0a™b|k>1Am3 =my}.

_1
-2
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Démonstration. Clairement, pour tout mot w € A* \ {a™b...ba" b | 1 <
k}, onaPr(w) = 0.

Soit w = a™'b...ba"*b avec k > 1. Ce mot peut étre accepté soit par un
chemin démarrant de ¢, soit par un chemin démarrant de g3.

— Lorsque le chemin démarre de g, afin d’étre accepté il doit rester
dans gy pour tous les b excepté pour celui qui précede a™*. Puis il
doit rester dans ¢; pour tous les a. Ceci conduit a une probabilité
d’acceptation égale a ﬁ

— Lorsque le chemin démarre de g3, afin d’étre rejeté il doit rester
dans g3 pour tous les a qui précedent le premier b puis doit rester
dans g5 en lisant les autres b. Ceci conduit a une probabilité de rejet
égale & -

2k+m1 .
g _ 1 1 1 . . L.
Ainsi Pry(w) = 5 — ST T g Par conséquent, w is accepté si et
seulement si m; = my,. d

Proposition 1.1.22 ([34]). La famille des langages stochastiques n’est close ni
par concaténation avec un langage régulier, ni par étoile de Kleene, ni par homo-
morphisme.

Démonstration. Nous établissons uniquement le premier résultat et lais-
sons le soin au lecteur de s’appuyer sur le Lemme pour les autres
résultats. Soit L = {a™b...ba™b | k > 1 A m; = my} le langage sto-
chastique du Lemme [T.1.21] Alors LA* = {a™ba?b...a™* ba* | Ji > 1 :
m; = my } nest pas un langage stochastique comme établi par la proposi-

tion[1.1.12 O

Nous terminons cette section par un théoréme valable uniquement
pour les langages stochastiques, la cloture des langages stochastiques ra-
tionnels par intersection et union demeurant une question ouverte.

Théoreme 1.1.23 ([11]). La famille des langages stochastiques n’est close ni par
intersection ni par union méme pour un alphabet unaire.
1.1.3 Décidabilité et indécidabilité dans les PA

Nous illustrons ici la frontiere entre décidabilité et indécidabilité en
étudiant deux problémes voisins : I'équivalence d’automates probabilistes
et I'égalité de langages stochastiques.

Définition 1.1.24. Soient A et A’ deux automates probabilistes sur le méme
alphabet A. A and A’ sont équivalents si pour tout mot w € A* :

Pr(w) = Pry(w).
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Algorithme 1: Equivalence de deux automates probabilistes [29].
Equivalence(A,.A")
Input : A, A, deux PA sur I'alphabet A tels que F' U F’ # ()

Output : le statut de 1’équivalence avec un témoin en cas de non
équivalence

Data : v, x,y, z vecteurs de R et v/, X', y', z’ vecteurs de R¥’

Data : Stack dont les éléments sont des paires de vecteur de R?Y<’
et de mot

Data : Gen, un ensemble de vecteurs orthogonaux (non nuls) de
RQYQ" g un caractere

if 7 - 1p # () - 1+ then return(false, ¢)

Gen < {(1r,1p)}; Push(Stack, ((1r,15),¢))
repeat

((v,v'),w) < Pop(Stack)

fora € Ado

z+ Pyv;2 «Plv

if o - z # w, - ' then return(false, aw)
y< 0,y «0

for (x,x’) € Gen do

y <yt EEx

y <y +
end

if (z,7') # (y,y’) then
Push(Stack, ((z,2'), aw))

Gen « GenU{(z—y,z —y')}
end

end

until IsEmpty(Stack)

return(true)

z'-x' 1
! /X
x/x
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Sans perte de généralité, nous supposons que F U F’ # (). Exami-
nons l'algorithme [1} Il essaie d’établir la non équivalence en trouvant un
contre-exemple par énumération des mots par longueur croissante (en dé-
marrant avec le mot vide). Tant qu’il ny parvient pas il maintient une pile
de mots w pour lesquels il cherchera des contre-exemples de la forme aw.
Afin d’éviter des calculs redondants, il conserve aussi dans la pile la paire
de vecteurs (P, 1p, P/ 15/).

Sans « élagage », on obtiendrait un semi-algorithme qui ne termine-
rait que si A et A’ n’étaient pas équivalents. Aussi, ’algorithme maintient
Gen un ensemble de vecteurs orthogonaux non nuls de R?Y?". Quand
un mot w n’est pas un contre-exemple, I'algorithme teste si le vecteur
(Pwlp, Pl 1) n'appartient pas a ’espace vectoriel engendré par Gen. Il
effectue ce test en calculant la projection orthogonale de ce vecteur sur ce
sous-espace et en le comparant avec le vecteur original. Si le vecteur n’y
appartient pas alors le mot w est empilé. La différence entre le vecteur et
sa projection orthogonale est ajoutée a Gen préservant ainsi la propriété
d’orthogonalité.

Par construction, lorsque 1’algorithme trouve un contre-exemple il a
établi la non équivalence. Prouver 1'équivalence lorsque 1’algorithme n’a
pas trouvé de contre-exemple est plus subtil.

Proposition 1.1.25. L’algorithmeopére en temps O(|A|n3) avecn = |Q|+|Q’|
et décide si A et A’ sont équivalents.

Démonstration. Puisque la dimension de 'espace vectoriel engendré par
Gen est au plus n, il y a au plus n itérations de la boucle principale. L'indice
de la premiere boucle interne parcourt A tandis que celui de la boucle la
plus interne parcourt Gen x Gen. Ceci induit une complexité temporelle en
O(n’|A]).

Supposons, par I'absurde, que les automates ne sont pas équivalents et
que l’algorithme ne l'a pas détecté. Soit u un mot tel que Pry(u) #
Pr 4 (u). un’a pas été examiné par l'algorithme. Ecrivons u = w'w avec
w le plus grand suffixe examiné par 'algorithme. Parmi ces mots u, sélec-
tionnons un mot tel que |w’| soit minimal. Nous affirmons qu’il existe un
mot w” qui a été empilé avant w tel que Pr 4(w'w”) # Pr 4 (w'w”).

En effet puisque w n’est pas empilé, considérons wy, . .., wy les mots pré-
cédemment insérés dans la pile lorsque w est examiné, il existe donc
AL, ..., A, tels que :

k k
Pw]-F = Z)\ipwilp et P;)]_F/ = Z)\’P;Ule,
=1 i=1
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Aussi :

k k
PI‘A(U)/UJ) def ToPwPwlr = Z AimoPyw Py, 1p = Z )\iPrA(w’wi).
=1 =1

De maniere similaire :

k
Pry(w'w) =Y APra(w'w;).
=1

Donc S°F | APrg(w'w;) # S8, MiPr .y (w'w;) ce qui implique existence
d’un indice i tel que Pr 4(w'w;) # Pr 4 (w'w;). Par conséquent nous avons
établi notre affirmation.

Réécrivons w’ = w’a. Puisque w; a été inséré dans la pile, aw; est examiné
par l'algorithme. Aussi le mot v’ = w'w; admet une décomposition v’ =
z'z ol z le plus grand suffixe examiné par 1’algorithme a pour suffixe aw;.
Donc |2/| < |w'|, entrainant une contradiction avec la minimalité de w’. On
a donc prouvé la correction de I'algorithme O

Considérons a présent le probleme de 1'égalité des langages stochas-
tiques Lyqg(A) et Loy (A'). Si A and A’ sont équivalents et > 6 est iden-
tique a 1 ¢, les langages sont égaux. Malheureusement, il ne s’agit que
d’une condition suffisante et le probleme plus simple du vide du langage
est déja indécidable.

Proposition 1.1.26 ([23]]). Soit A un automate probabiliste rationnel, le pro-
bleme L_1 (A) = () ? est indécidable.

Rappelons le probleme de correspondance de Post (PCP). Etant don-
nés un alphabet A et deux morphismes @1, p2 de A vers {0, 1}, existe-t-il
un mot w € A% tel que ¢1(w) = ¢a(w)? Ce probleme est indécidable.
Nous considérons ici une restriction de ce probléme ot les images des ca-
ractéres appartiennent & (10 4+ 11)*. Ce probléme reste indécidable car en
insérant un 1 avant chaque caractere de I'image on réduit le probléeme ori-
ginal a cette variante. Un mot w = ay ... a, € (10+11)" définit une valeur
val(w) € [0,1] par : val(w) = > I | 575 De plus, puisque chaque mot dé-
marre avec un 1, val(w) = val(w’) implique w = w'. Nous allons raffiner

I'exemple afin d’établir la preuve de la proposition [1.1.26|[12].

Démonstration. A partir d'une instance de PCP, on construit d’abord un PA
Atel que L_ 1 (A) = {e} si et seulement si le PCP n’a pas de solution.

Pour w € AT eti € {1,2}, nous définissons val;(w) = val(p;(a)). Le PA
A=(Q, A, {P,}sca, m, F) est alors défini par :
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- Q= {q10,911, G20, 21 } ;

molq10] = Tolg20] = % et mo[q11] = molge1] = 0;

— Pourtouta € Aeti: € {1, 2}, Pa[qig, qiﬂ =1- Pa[QiO,QiO] = vali(a),
Pulgi1,qi1] = 1 — Palqi, ¢io] = vali(a) + 2-12i(@)l et tous les autres
éléments des matrices stochastiques sont nuls ;

- F={q1,q0}
Par conséquent, pour toutw € A*eta c A

1Qi0Pwa131:'1 = 1inPw1;1 (Val’i(a’) + 2—|<p,3(a)|) + (1 - 1qz'0Pw1311)Vali(a)

= vali(a) + 27|W(a)‘ 1(11:0 PU)]'Z:J'

Par induction nous obtenons que pour tout w = a;y ... ay, :

n
1qion1?1;1 — Zva|i(aj)2_2j<k§n lpi(ar)l _ val;(w).
j=1

Aussi pour w € AT : Pr4(w) = & (vali(w)+1—valy(w)). Donc w € L:%(A)
ssi val(¢1(w)) = val(¢2(w)). En raison de notre hypothese sur les images,

ceci est équivalent a 1 (w) = p2(w), ce qui signifie que w est une solution
de I'instance du PCP.

AT est un langage régulier (reconnu par un automate a deux états). En
utilisant la proposition|1.1.19} on construit A’ tel que L_ 1 (A)=L_ 1 (A)\
O

{e}. Par conséquent, L_1 (A") = () ssi le PCP n’a pas de solution.

_1
2
En s’appuyant sur la proposition nous obtenons immédiatement

le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.27. Soit A un automate probabiliste rationnel et § € ]0,1] un
rationnel, le probleme L>o(A) = 0 ? est indécidable.

Le prochain corollaire nécessite un peu plus de travail.

Corollaire 1.1.28. Soit A un automate probabiliste rationnel et § € ]0,1] un
rationnel, le probleme L~g(A) = 0 ? est indécidable.

Démonstration. Les probabilités de I'automate correspondant a la réduc-
tion du PCP dans la preuve de la proposition sont des multiples
de 27% pour un certain k¥ dépendant du PCP. La transformation de la
proposition [1.1.§ produit un automate, A, dont les probabilités sont des
produits des probabilités originales. Ils sont donc des multiples de 4~ et
Ly 1 (A) = () ssi le PCP correspondant n’a pas de solution.
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En raison des probabilités de transition, pour tout mot w € A™, Pr 4(w) =

ﬁ ot d est un entier dépendant de w. Donc Pr4(w) > 1 si et seulement

si Pra(w) > § — glar

Soit A" = (Q', A, {P }oea, o, F') défini par :
- Q =QU{q,q};
— Pour tout g € Q, w)[q] = ﬂg}], molq0) = 3 Lot molqi] = 0;

— Pour tout a € Aetq,qd € Q, Pllg,d] = Pllg,d], Pllgo, ] =

1 — P! [q0, ¢1] def ﬁ, P/ [q1,q1] = 1, et tous les autres éléments des

matrices stochastiques sont nuls ;
- F'=FU{q}.
A’ est décrit ci-dessous (o1 I’on a omis 1état puits ¢i).

| 370lq]

RO @] #4

4;
N[

Ainsi pour tout w € AT, Pry(w) = Pré(w) +

s Ce qui peut étre

réécrit comme : Prg(w) = 2Pr g (w) — 4k\w\ Par conséquent, Pr 4(w) >

i 4k|w\ ssi Pr g (w) > %. Donc L (A’) = ( ) U {e}. Comme précé-

%@4)_ Loy (A)\ {}, ce qui

conclut la preuve. O

demment, on peut construire A" tel que L

Attirons l'attention sur le seuil 6 ¢ {0, 1} pour les résultats d'indéci-
dabilité. En effet, lorsque 6 € {0,1}, étant donné un PA A, on considere
I'automate non déterministe A" dont I'ensemble des états initiaux est le
support de la distribution initiale et la fonction de transition A est définie
par (¢,a,q') € AssiPylg,¢'] > 0. La spécification des états finals dépend
du probleme considéré. En choisissant le méme ensemble d’états finals F',
L+(A) = L(A’). En choisissant le complémentaire de F', L (A) = L(A').
Par conséquent le probleme du vide du langage pour les valeurs extrémes
de seuil est décidable.

Etant donné un automate probabiliste A, le probleme de la valeur
1 consiste a décider s’il existe une suite de mots {wy}nen telle que
limy, oo Pr4(w,) = 1. Ce probléeme a des applications concretes en pla-
nification. Le statut de ce probleme n’a été résolu que trés récemment.

Proposition 1.1.29 ([12]]). Le probléme, étant donné A un PA rationnel, de
I'existence d'une suite {wy, }nen telle que lim, o Pr a(wy,) = 1, est indécidable.
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Le probleme de valeur 1 conduit assez naturellement a une autre sé-
mantique des PA. Au lieu de considérer des mots finis, on s’intéresse aux
mots infinis. De maniere similaire au cas des most finis, lorsquun mot
infini w = wiwy ... est choisi, le PA A se comporte comme une DTMC
M dont les états sont les paires (¢,n) avec ¢ € Q et n € N. Dans l'état
(g,n), les probabilités de transition sont définies par la matrice P, ,, :
P((¢,n), (¢, n+1)] = Py, [q, ¢'] (les autres probabilités de transition étant
nulles). L'ensemble des états finals est alors interprété comme un ensemble
d’états que 1'exécution aléatoire p = qoqi . . . doit rencontrer infinimement
souvent :

Pry(w) =Pra({p|p=qq ... AVn In' > n gy € F}).

Lorsqu’on considére cette sémantique on parle d’automate de Biichi probabi-
liste (PBA) [4, 3]. Définissons les langages associés.

Définition 1.1.30. Soit B = (Q, A, {Pa}taca,m0, F) un PBA, 6 € [0,1] un
seuil ef <1 € {<, <, >, > =, £} un opérateur de comparaison. Alors le langage
L¢ o (B) est défini par :

w0 (B) = {w € A% | Prg(w) > 0}.

La preuve originale de résultat suivant [2, 3] s’obtient par réduction
d’une variante du probleme du vide pour les langages stochastiques. Cette
preuve s’appuie sur le fait que le fait que le langage d’'un PBA défini par
une condition de stricte positivité soit vide ou non, ne dépend pas uni-
quement de la structure de ’automate, mais aussi des valeurs précises des
probabilités. Nous fournissons ici une courte preuve alternative basée sur

la proposition|1.1.29

Théoreme 1.1.31. Le probleme, étant donné un PBA B, de savoir si L% j(B) = 0,
est indécidable.

Démonstration. A partir d'un PA A sur 'alphabet A4, on construit un PBA
B, comme illustré par la Figure Le PBA B étend A avec un état sup-
plémentaire f;, qui est son état final, et des transitions depuis tout état
final de A vers f;, ainsi que de f; vers 1’état initial de A, toutes sur une
nouvelle lettre § ¢ A. Cette construction assure que la valeur de A est 1 si
et seulement si il existe un mot infini w accepté avec probabilité positive
dans B.

Pour se convaincre de la correction de cette réduction, supposons
d’abord que la valeur de A est 1. Alors, a tout entier k£ € N, on peut associer



1.2. Processus de décision markoviens partiellement observables 23

FIGURE 1.6 — Réduction du probleme de valeur 1 dans les PA.

un mot fini vy, € X* tel que Pr 4(vg) > 1— 2=k On définit alors le mot infini
w comme la concaténation des vy, séparés par deux § : w = wy ffwaffws - - -.
La probabilité d’acceptation de w dans Best Prg(w) > [[en(1—27%) > 0.
Ainsi, w est accepté par B.

Supposons a présent que la valeur de A est strictement inférieure a 1.
Ainsi, il existe ¢ > 0, tel que pour tout mot fini v € ¥*, Pry(v) < 1 —e.
Pour qu'un mot soit accepté avec probabilité positive dans B, il doit né-
cessairement contenir une infinité de facteurs #f. Il est donc de la forme
w = viffvatfvs--- avec vy € X* pour tout £ € N. Alors, Prg(w) =
[Lren Pra(vr) < Ilpen(l —€) = 0, et donc, w n’est pas accepté avec pro-
babilité positive par B. O

1.2 Processus de décision markoviens partiellement
observables

1.2.1 Présentation

Reprenons notre probleme de planification de vacances. Tel que nous
I'avons présenté, le plan produit par I’analyse d'un automate probabiliste
est le « meilleur » avant son exécution. Cependant la modélisation par au-
tomate probabiliste ne prend pas en compte des informations que nous
pourrions acquérir durant les vacances. Par exemple, le choix de 1’agence
pour les excursions s’effectuerait a ’hotel en ayant pris connaissance des
tarifs en vigueur a cette date. Afin de prendre compte l'interaction entre
planification et exécution, il est nécessaire d'introduire un formalisme plus
expressif : les processus de décision markoviens partiellement observables
(POMDP) [1]]. Dans la suite I'agent (ou contrbleur, ou joueur) choisit les ac-
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tions au cours de l’exécution.

Les POMDP étendent les automates probabilistes. Aussi similaire-
ment a précédemment, étant donné un état courant s et une action a, 1’état
suivant s’ est obtenu par la distribution p(s’|s, a) (analogue des matrices
de probabilité {P,},c4 pour les PA). Comme les POMDP sont souvent
employés pour résoudre des problemes d’optimisation, une récompense
(s, a) est associée a une paire constituée d'un état s et d'une action a. Dans
le cas d’exécutions finies on associe une récompense finale r(s) pour tout
seS.

Un POMDP est muni d’un ensemble d’observations Q2. A chaque ins-
tant, I'agent recoit une observation w € (). Les observations sont liées
aux états et aux actions : I'agent observe w lorsqu’il a exécuté 'action a
et atteint 1’état s avec probabilité o(w|a, s). De maniere cohérente, les ré-
compenses obtenues ne sont pas connues de 1’agent. Si elles étaient ob-
servables, il faudrait exiger que ces récompenses ne dépendent que des
observations et des actions.

Définition 1.2.1 (POMDP). Un processus de décision markovien partiellement
observable M = (S,Q, A, 0, p,r) est défini par :
— S, l'ensemble fini des états ;
— Q, 'ensemble fini des observations ;
— A, I'ensemble fini des actions ;
— Atouta € Aet s € S, on associe une distribution dont le domaine est ) :
o(w|a, s) dénote la probabilité d’une observation w pour cette distribution.
— Atouta € Aet s € S, on associe une distribution dont le domaine est S :
p(s'|s, a) dénote la probabilité du nouvel état s’ pour cette distribution.
— A chaque état s on associe une récompense finale v;(s) € Q et a chaque
action a € A on associe une récompense r(s,a) € Q.

Exemple 1.2.2 (Un exemple de POMDP). Nous illustrons le formalisme des
POMDP avec un exemple proposé par Sondik [I31l] et nous introduisons une re-
présentation graphique en Figure[1.7} Ce POMDP modélise un probleme de mar-
keting. Au début d'une période de vente, une société décide de mettre sur le mar-
ché soit un produit de luxe (L) soit un produit standard (S) ce qui constitue les
actions du POMDP. Le comportement des consommateurs dépend de leur état
(interne) inconnu de la société : préférant les marques (B) ou y étant indifférent
(B). Cet état peut changer d’'une période a la suivante. Cependant la seule infor-
mation dont la société dispose est le fait que le client achete le produit (P) ou non
(P).

La représentation graphique inclut trois types de sommets : les cercles sont les
états du POMDP, les losanges correspondent aux instants oir I'action est choisie



1.2. Processus de décision markoviens partiellement observables 25

et les rectangles correspondent aux instants oit le nouvel état est sélectionné aléa-
toirement et I'observation n’est pas encore fournie. Par exemple, il y a un arc B de
(B, L) signifiant que la société a choisi de distribuer le produit de luxe. L'étiquette
de I'arc correspond a la récompense r(B, L). Il y a un arc de (B, L) a (L, B) éti-
quetée par 0.8 signifiant que p(B|B, L) = 0.8. Enfin I'étiquette de I'arc de (L, B)
a B, 0.8P + 0.2P signifiant qu’avec probabilité 0.8 le client achetera le produit,
c.-a-d. o(P|L, B) = 0.8.

0.5 0.2 —
Z.B| T
| 08 0.5 B
0.8P +0.2P 0.6P +0.4P
4 —4
(B B)
0 -3
0.9P +0.1P 0.4P +0.6P
0.5 0.6
S, B s B
0.4 0.5 5B

FIGURE 1.7 — Un exemple de POMDP.

Afin d’obtenir un processus stochastique a partir d'un POMDP, nous
introduisons la notion de politique (aussi appelée stratégie). Une politique
élimine le non déterminisme de la facon suivante. Etant donnée l'infor-
mation disponible sur ’exécution courante, une politique sélectionne (de
maniere éventuellement aléatoire) la prochaine action a exécuter. Linfor-
mation disponible correspond a ce qui est observé, et est donc un élément
de (AQ)*.

Définition 1.2.3. Soit M un POMDP. Une politique v : (AQ)* — Dist(A) est
une fonction de I'ensemble des histoires (AQ)* vers I'ensemble des distributions
sur A. On note v(p, a) la probabilité que a soit choisie étant donnée I’histoire p.

Une fois que la politique est fixée, un POMDP devient une chaine de
Markov a temps discret (DOTMC) que nous formalisons ainsi.

Définition 1.2.4. Soit M un POMDP, v une politique et  une distribution sur
S. Alors MY est la DTMC définie par :
— (AQ)* x S, I'ensemble des états ;
— La distribution initiale mo est définie par : mo(e, s) = m(s) et my est nulle
pour les autres états ;
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— La matrice de transition P est définie par : Pl(p,s), (paw,s")] =
v(p,a)p(s'|s,a)o(wla, s') et P est nulle ailleurs.

Lorsque I’ensemble des observations (2 est un singleton, I’observation
ne fournit aucune information utile, on parle alors de POMDP aveugle. Ce
modele est tres proche des PA : 1a seule différence est la possibilité de sélec-
tionner I’action courante de maniere aléatoire (ce point sera discuté dans la
section[1.2.3). Lorsque Q = S et pour toute paire (a, s) o(s|a, s) = 1,1’agent
connait exactement 1’état du systeme, le POMDP devient un processus de
décision markovien (MDP). Ce formalisme a fait I’'objet de nombreuses re-
cherches [25] mais il ne rentre pas dans le cadre de ce chapitre.

Considérons le cas d"une observation déterministe ne dépendant que
de l'état courant : Vs € S Jws € 2 Va € A o(ws|a,s) = 1. A priori, cette
restriction semble diminuer le pouvoir d’expression des POMDP. En réa-
lité, étant donné un POMDP M arbitraire, on peut construire un POMDP
M’ satisfaisant cette restriction et ayant le méme comportement que M.
L'ensemble des états de M’ est défini par S = S x Qavec o(wla, (s,w)) =1
et p'((s',w')|(s,w), a) = p(s'|s,a)o(w'|a, s'). Nous laissons le soin au lecteur
de compléter cette transformation et de vérifier sa correction. Avec des
observations déterministes, la définition se simplifie ainsi.

Définition 1.2.5 (POMDP). Un processus de décision markovien partiellement
observable M = (S,Q, A, 0,p,r) est défini par :
— S, I'ensemble fini des états;
— Q, 'ensemble fini des observations ;
— A, I'ensemble fini des actions ;
— 0: S — Qest la fonction d’observation ;
— Atouta € Aet s € S, on associe une distribution dont le domaine est S :
p(s'|s, a) dénote la probabilité du nouvel état s’ pour cette distribution.
— A chaque état s on associe une récompense finale v;(s) € Q et a chaque
action a € A on associe une récompense r(s,a) € Q.

La notion de politique (ou stratégie) introduite en Définition
pour la définition générale des POMDP s’adapte naturellement au
cadre ou l'observation est déterministe. De plus, la matrice de transi-
tion de la chaine de Markov a temps discret induite est simplifiée :
Pl(p, s), (pao(s'),s")] = v(p,a)p(s'|s,a), et P est nulle ailleurs.

Exemple 1.2.6 (Un exemple de POMDP avec observation déterministe).
La Figure|1.8| décrit un POMDP avec observation déterministe. L'ensemble des
observations est Q) = {ry, ps}, représentées respectivement par des rayures ou des
pois, et 0(qo) = 0o(q1) = ry et o(q2) = ps. Les arcs sont ici étiquetés comme dans
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les PA. Par exemple, I'étiquette de 'arc de q, vers qq signifie que p(qo|q1,a) = i
et p(qolq1,b) = 3. Toutes les récompenses sont nulles (et omises), exceptée la

récompense finale de g2 égale a 1.

1
Za

b

[N
S
+

NI

FIGURE 1.8 — Un POMDP avec observation déterministe

Généralement trois récompenses sont associées a des exécutions.

Définition 1.2.7. Soit M un POMDP et o = sgaisi ... a;s; ... une execution
finie ou infinie. Lorsque o est finie, n représente le nombre d’actions effectuées.
Alors :
— Quand o est finie, sa récompense totale u(o) est définie par
w(o) =320 r(si-1,0i) +75(sn);
— Quand o est infinie, sa récompense actualisée vy (o) par rapport a
0 < A < 1est définie par vy (o) = > 50, (si—1, ;)N
— Quand o est infinie, sa récompense moyenne par valeurs supérieures
g+ (o) est définie par g, (o) = limsup,,_,o = 1 7(si—1, a;).

Notons X, la variable aléatoire représentant 1'état de MY visité au
n*me instant. De méme, Y;, et O,, = o(X,,) dénotent la variable aléatoire
de I’action et de I’observation a cet instant.

Définition 1.2.8. Soit M un POMDP avec m une distribution initiale sur S.
Soit v une politique et 0 < A < 1 un facteur d’actualisation. Alors :
— La récompense totale espérée uy au temps t sous la politique v est définie
par :uf = S B (r(X3, V) + BV (rp(Xn))
— La récompense actualisée espérée v§ sous la politique v est définie par :
vy =30 BV (r(XG, Vi)Y
— La récompense moyenne par valeurs supérieures espérée g'; sous la poli-
tique v est définie par : g%, = limsup,,_,, = S EY(r(Xy, 7).
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Nous sommes maintenant en mesure de spécifier les problemes d’op-
timisation des POMDP. Soit u; = sup,(uf), vy = sup,(v}) et g =
sup, (g% ). On souhaite résoudre les problemes suivants :
- Calculer u; (respectivement vy, g% ).
— Trouver (si elle existe) une politique v telle que uy = u} (respecti-
vement v§ = v}, g = g}).

— Etant donné ¢ > 0, calculer u; (respectivement vy, g ) tel que |u; —
u| < e (respectivement [vy — vy| < ¢, |97 — g4+| < €) et trouver une
politique correspondante.

1.2.2 Analyse des POMDP a horizon fini

Afin d’analyser le probleme d’optimisation d'un POMDP a hori-
zon fini, nous introduisons une distribution clé. Soit une histoire h =
apwi - - - aj—1w;, alors Tl (s) pour s € S dénote la probabilité que X; = s,
connaissant 1’histoire h :

mh(s) =Pr(X;=s | /\Oj:wj/\ /\ Y; = aj).
J<i Jj<i—1

Nous n’avons pas indiqué quelle politique v avait été choisie. Tout
d’abord, cette probabilité conditionnelle est bien définie pour toute po-
litique v telle que x e Pr’(\;<;0j = wjANj<;_1 Y; = a;) > 0.1l est donc
nécessaire que pour tout 0 < j < i, v(agw; ...w;)(a;) > 0. On observe alors
que z et " (si ce vecteur est défini) sont indépendants du choix d’un tel v.
On peut donc sans perte de généralité supposer que v(agws . .. wj)(a;) = 1.
Pour simplifier les notations, on introduit la variable aléatoire d’histoires
H;, = YE)Ol . Yi—lOi'

Le lemme suivant fournit un moyen de calculer la distribution 7 par
valeurs de 7 croissantes.

Lemme 1.2.9. Soient M un POMDP h = agw; ...a;—jw; un comportement
observé, a; une action et w;1 une observation pour lesquels il existe v une poli-
tique telle que Pr” (H; 11 = ha;w;t1) > 0. Alors :

- Si O(S) ;é Wi+1, W?ﬁiwpﬂ (5) =0,

- Sio(s) = wit1,

Wha¢w¢+1 (S) _ Zsles W?(S’)p(sb”ai)
ah Zs”|o(s”):wi+1 Zs’eS ﬂ-zh(s/)p(sl/‘slv ai)

Démonstration. Nous établissons d’abord une équation intermédiaire.

PI‘(XZ':S’/\Y;ZG,Z'|HZ‘:h)

Pr(X;,=s |Hi=hAY, =a;) =
r( S| NYi = ai) Pr(Y, = a; | H; = h)

= m'(s") (1.1)
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puisque d’apres nos observations sur le choix des politiques, le dénomina-
teur est égal a 1. Etablissons maintenant le lemme pour le cas o(s) = w;41
(I'autre cas étant trivial).

PI‘(X7;+1 =S A Oi+1 = Wi+1 ‘ Hz =hA Y; = ai)
Zo(s"):wi+1Pr(Xi+1 = 8” A Oi+1 = Wi41 | Hi = h A }/, = ai)

ha;w;
Wiflw T(s) =

Le dénominateur est indépendant de s. Développons le numérateur N en
fonction de I’état atteint au temps i.

def
NE Pr(XZ-H:s/\OiH:wiH\H,;:h/\Y}:ai)

= ZPI‘(XZ‘ = 8//\XZ‘+1 =N Ojp1 = wit1 ‘ H,=hANY; :ai).
s'eS
Nous ré-exprimons les termes non nuls de la somme a I'aide de probabili-

tés conditionnelles. Afin d’alléger les notations, nous n’avons pas indiqué
la restriction aux s’ pour lesquels le terme associé est non nul.

N:Z(Pr(Xi:s’]Hi:h/\Yi:ai)
s’'es
'PI'(XZ'+1:S|XZ‘:S,/\HZ‘:h/\Y;':CLi)
'PI'(OZ'_H :wi—i-l‘Xz'+1ZSAXiZS//\Hi:h/\Y;‘:ai))-

Le dernier facteur est égal a 1. A partir de I’équation (1.1) et de la séman-
tique d'un POMDP, on en déduit :

N =) w(splsls', a).
s'eS

11 suffit alors de reporter dans le dénominateur pour conclure. O

Ce lemme motive l'introduction de P, ,,, une matrice indicée par S x
S, et définie par P, [s, s'] = p(|s,a) sio(s') = w et Py (s, s'] = 0 sinon.
Les matrices P, sont définies comme précédemment. Observons que P, =
> weq Paw. Le lemme peut alors étre réécrit ainsi :
7rzh ) Pai,wi+1

71-51 ’ Pah -1

hajwit1 _

TP 1>0 = mi

7 Qf,Wi+1
Wi41

Théoreme 1.2.10. Soit M un POMDP et k un entier représentant I’horizon.
Alors I’Algorithme |2 calcule un ensemble d’indices Zy, une famille de vecteurs
{r.}.cz,, et une famille de polyedres {Dy}.cz, tels que UzGZk D, soit égal a
'espace des distributions sur les états et tels que pour tout = € D, distribution
initiale sur S, uj(7) = 7 - r,.
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Démonstration. Nous prouvons ce théoreme par induction sur k. Par défi-
nition, pour k = 0, uj = ry - 7. Par conséquent, Zy = {¢}, r. = 7y et D, est
'espace des distributions.

Supposons le résultat valide pour k, et introduisons le vecteur b, défini
par by[s] = r(s,a). On examine alors la premiere action a choisir et en
s’appuyant sur le lemme précédent, on obtient :

-P
walm) =ma (obot 5 (e Pas 1 (Tp )
ac w€Q|7F’Pa,w'1>O T a,w

Choisissons un polyedre D, = {7 | V1 < i < n,7w-c,; < k,;} arbitraire
de Zj,. Définissons le polyedre :

Dyw.={m|7mn-1=1A
Vi<i<n,m-Pgyu-cri—ki(m -Pgy-1). <0}

Choisissons aussi une fonction f : A x  — Zj, et considérons une distri-
bution 7 telle que pour tout (a,w) soit 7 Py -1 =0soit 7 € Dy, f(a.0)-

T -Pow

U (1) = max { 7 -bg + > (”'Paawi)m'rf(a,w)

WEQT P w10

- ( bat T P rf(‘““’) |

weN

On a pu enlever la restriction 7 - P, - 1 > 0 pour les observations de la
somme car les termes ajoutés sont nuls. Définissons enfin le polyedre :

Djo={r| 7€) Dowsaw N

a’\w

- (ba + Z Pa,w : rf(a,w)) > (ba’ + Z Pa’,w . rf(al7w))}
weN weN

Notons ry, = ba + > cqoPaw - Tf(aw)- Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier que (J; , Dy, est I’ensemble des distributions et que pour tout

7 € Dyg, uf (1) = 71y, Autrement dit, Zy,41 = Z; " x A. O

Comme la taille de I’ensemble des indices Z a considérer croit expo-
nentiellement avec I’horizon k, il est intéressant de minimiser cette famille,
en éliminant les domaines vides. En pratique cette minimisation est faite
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Algorithme 2: Calcul des valeurs et politiques optimales & horizon
fini

Optimal(M, k)
Input : M, un POMDP; k, un horizon

Output : r, les formes linéaires a évaluer
pour les stratégies optimales a horizon < h
Output : D, les domaines associés

Data : P, , des matrices sous-stochastiques ; w, une observation
Data : a, une action; z, une séquence d’actions; s, s’, des états
fora € Ado
for s € S do bg[s] < 7(s,a)
forw € Qdo
fors,s’ € Sdo
| if o(s') = wthen Py [s, s'] = p(s's, a) else P,y [s,s'] =0
end
end
end
Zo < {e};rlel < ry; De]  {m | m-1=1}
for i from 1to k do
Zi ZM0 % A
for f € 7% do
fora € A,w € Qdo
Let D[f(a,w)]={r |V1<i<nm-c; < k;}
Da,w,f(a,w) —{m|m-1=1A
Vi<i<nm-Pgu-ci—ki(m-Pyy-1) <0}
end
fora € Ado
D[f,a] < {7 |7 € Ny Darw f(arw) N
7 (ba + 2 peq Paw r[ (a,w)]) =
'( o+ weqPaw rlf(d,w)])}
[f7 ] <~ b + ZwGQ P‘LUJ I‘[f( w)]

end
end
end
return(D,r)
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a la volée. Nous renvoyons a [30, 8, [15] pour plus de détails sur ces déve-
loppements algorithmiques.

A titre d’exemple, illustrons le calcul de ces formes linéaires sur le
POMDPde l'exemple Décrivons d’abord les matrices Pg g, Pg ot

Pb,rg et Pa,vt~
0 0
0 Poowt=10 Pb,rg =
0 0

Les variables des formes linéaires seront notées x = (zg, z1, z2). Par
définition, x - r. = x». Puisque Z; est un singleton, Z; = A. Plus précisé-
ment, ro =b, + Py g rc+ Py 1o =Py 1. = (i, %, 0) (car les deux
autres termes sont nuls). D'otix - r, = %xo + %xl. Par un calcul analogue,
X-Tp = %xo + %xl. On déduit aisément que D, = {x | x-1=1Azo < z1}
etD, = {x|x-1=1Azg >z} Soit f € A définie par f(a,rg) = a,
fla,vt) =b, f(b,rg) =0, f(a,vt) =a. Alorsr, =Pqrg - Tp+Poyt - 1o =

(5, 3,2)+4(0,0,0). Le calcul de Dy , est déja bien plus complexe...
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1.2.3 Décidabilité et indécidabilité a horizon infini

Apres avoir décrit comment optimiser le comportement d'un
POMDP a horizon fini, examinons maintenant les questions d’optimisa-
tion a horizon infini. Ainsi que 'analyse des PA 1'a illustrée, ces questions
sont a la frontiere de la décidabilité. Il est donc intéressant d’identifier des
criteres de difficulté des problémes. Un critere naturel consiste a distinguer
les problemes quantitatifs dont 1’énoncé comporte une valeur de probabi-
lité ou d’espérance arbitraire (e.g. un seuil) et les problemes qualitatifs dont
I’énoncé ne comporte que des probabilités extrémes (i.e. 0 ou 1). Les pro-
blemes quantitatifs standard des POMDP sont indécidables. Dans le cas
qualitatif, le critere déterminant est lié a la complexité de la condition de
gain d’une exécution. Ainsi il est presque immédiat que le probleme de
'accessibilité d’un état est plus simple que le probléeme de 'accessibilité
répétée. Ceci peut se formaliser en considérant la hiérarchie qui définit la
o-algebre des boréliens : 1’accessibilité est spécifiée par un ouvert alors que
"accessibilité répétée est spécifiée par une intersection dénombrable d’ou-
verts. Une autre critere provient du fait qu’il existe deux valeurs extrémes
et qu'on peut ainsi définir des objectifs multiples vis a vis des seuils de
probabilité. Nous détaillons maintenant les résultats les plus significatifs.
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Probléemes quantitatifs

Le théoreme suivant établit que la plupart des problémes de décision
relatifs aux problemes d’optimisation sont indécidables.

Théoreme 1.2.11 ([19]). Soit M un POMDP. Les problémes suivants sont in-
décidables.

Etant donnée une valeur g.., decider si gL > gy

Etant donnée une valeur vy, decider si vy > vy

— Decider s'il existe une stratégie a mémoire finie v telle que vy = v3.

Pour € > 0 fixé, et sachant que g% € [0,e] W [1 —¢€,1],

décider si g% € [0, €].

L'indécidabilité de ce dernier probleme, appelé c-approximabilité,
montre que 1'indécidabilité des problemes quantitatifs est trés robuste.

Le seul résultat de calculabilité connu pour les problemes quantitatifs
est une conséquence directe de 1’analyse des POMDP a horizon fini et de
la définition de la récompense actualisée espérée.

Proposition 1.2.12. Soit M un POMDP, 0 < X\ < 1 un facteur d’actualisation
et € > 0. Alors on peut calculer une stratégie a mémoire finie v telle que :
vy >0y —¢€

Probléemes qualitatifs

Nous considerons dans la suite des problemes qualitatifs. Plus pré-
cisément, on compare la probabilité maximale de satisfaire une condi-
tion borélienne aux constantes 0 et 1. Afin de spécifier les objectifs consi-
dérés, nous empruntons les notations de la logique temporelle linéaire
LTL [20]. Etant donné M un POMDP, on s’intéresse aux conditions de
gain des types suivants : accessibilité, stireté, Biichi et co-Biichi. Commen-
¢ons donc par introduire ces objectifs, qui sont toutes définies comme un
sous-ensemble de Q¥ relativement a un sous-ensemble d’états F' C Q.

— La condition d’accessibilité, notée OF' stipule que F' doit étre visité

au moins une fois :

OF ={qoq1q2--- € Q¥ | In, ¢, € F}

— La condition de siireté (JF est duale de celle d’accessibilité (F =
‘|<>‘|F) N

OF = {qq1q2--- € Q“ | Vn, ¢, € F}
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- La condition de Biichi, notée OO F requiert que 1’ensemble F soit
visité un nombre infini de fois :

O0F ={qoq1q2--- € Q¥ |Ym In>m, q, € F}

— Enfin, la condition de co-Biichi, LJF, est comme son nom l'indique
duale de celle de Biichi (O0OOF = —-O0—F) :

OOF = {qoq1g2--- € Q¥ | 3Im¥n >m, ¢, € F'}

Avant de présenter les résultats concernant les POMDP pour les
conditions de gain ci-dessus, on énonce un résultat général, di a Chat-
terjee et al. [9].

Théoréme 1.2.13. Soit M un POMDP avec un espace d’états fini ou dénom-
brable et ¢ C Q% un objectif borélien. Pour toute stratégie v, il existe une straté-
gie déterministe /' telle que Pr (M = ) < Pr’ (M = ).

Ce théoreme exprime que, lorsqu’il existe une stratégie (a priori ran-
domisée) pour un objectif donné avec un seuil de probabilité (par exemple
accessibilité avec probabilité 1), alors il existe une stratégie déterministe
qui réalise cet objectif avec ce méme seuil.

Indécidabilité de problemes qualitatifs

Théoreme 1.2.14. Le probleme suivant est indécidable : étant donnés un
POMDP M et un sous-ensemble de ses états F' C (), existe-t-il une stratégie
v assurant Pr¥(M = O0F) > 07

L'indécidabilité peut déja étre établie pour la classe des POMDP
aveugles, c’est-a-dire pour lesquels il y a une observation unique, indépen-
dante de l’état courant. Il est méme suffisant de prouver 1'indécidabilité
dans les POMDP aveugles restreints aux stratégies déterministes, grace au
théoreme Or les POMDP aveugles munis d’une condition de Bii-
chi et retreints aux stratégies déterministes (i.e. des mots infinis) ne sont
rien d’autre que des PBA. Le théoreme est alors une conséquence
immédiate du théoréme

Intéressons nous a présent a la réalisation d’objectifs multiples. On
cherche a décider de I'existence d’une stratégie assurant simultanément
une propriété de Biichi presque stirement et une propriété de stireté avec
probabilité positive. Au dela de son intérét purement théorique, ce pro-
bleme sera motivé par la suite dans le cadre du diagnostic de panne pour
les systémes controlables probabilistes.



1.2. Processus de décision markoviens partiellement observables 35

Dans un premier temps, montrons que les stratégies assurant une
telle combinaison d’objectifs peuvent étre complexes. Plus précisément,
sur I'exemple de la figure il existe bien une stratégie qui satisfait les
deux objectifs simultanément, mais aucune stratégie a mémoire finie ne
convient. Le POMDP de la figure [I.9|n’a qu'une seule classe d’observa-
tion, le joueur est donc aveugle et ne prend ses décisions qu’en fonc-
tion du nombre d’étapes qui se sont produites. L'ensemble récurrent est
F ={qg2,72}, et'ensemble stir est I = {q1,¢q2}.

FIGURE 1.9 — Un exemple nécessitant une mémoire infinie.

Commengons par définir une stratégie, 8 mémoire infinie, qui ga-
rantit a la fois de visiter F' infiniment souvent avec probabilité 1 et de
rester dans I avec probabilité positive. Cette stratégie est déterministe
et peut donc étre décrite par un mot infini : w = @a*a@a*?aa* --- ou
k = (ki)ien., est une suite d’entiers naturels strictement positifs tels que
pk = [Liso(1 —27%) > 0. Sous cette stratégie, la probabilité de rester
dans la partie stire est strictement positive, puisque c’est précisément py.
De plus, jouer infiniment souvent l’action @ garantit de visiter infiniment
souvent F' presque stirement.

Justifions maintenant que toute stratégie a mémoire finie échoue a sa-
tisfaire les deux objectifs simultanément. Soit v une stratégie a mémoire
finie. Puisque le POMDP est aveugle, v est en fait une suite ultimement
périodique de distributions d’actions : v = 601+ 6p—1(0n - 0m)¥ avec
9; € Dist({a,a}) pouri € {1,--- ,m} (Dist(E) est 'ensemble des distribu-
tions a support dans E). Afin de satisfaire ’objectif de Biichi (IO F presque
stirement, ’action @ doit étre jouée infiniment souvent, avec probabilité 1.
On en déduit qu'il existe i € {n,--- ,m} telle que é;[a] = p > 0. Mais apres
n + (k + 1)m actions, la probabilité de rester dans I est inférieure ou égale
a (1 — 525 )¥. Par conséquent la probabilité de rester toujours dans I est
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nulle. La combinaison des deux objectifs n’est donc pas réalisable par une
stratégie a mémoire finie.

En s’appuyant sur cet exemple on établit le théoréme suivant a priori
surprenant, puisque indépendamment, les problemes d’existence d'une
stratégie assurant une condition de Biichi presque stirement ou une condi-
tion de stireté positivement, sont décidables pour les POMDP (voir plus
loin). Cependant, imposer que la méme stratégie satisfasse les deux condi-
tions méne a un probléme indécidable.

Théoreme 1.2.15 ([5]). Le probleme suivant est indécidable : étant donnés un
POMDP M et deux sous-ensembles de ses états F, I C Q, existe-t-il une straté-
gie v telle que Pr’(M EOOF) =let PrY(M E=0I) >07?

1a+1b

1a+1b

FIGURE 1.10 — Réduction pour le théoreme|1.2.15)

Démonstration. On réduit le probléme d’existence d"une stratégie assurant
un objectif de Biichi avec probabilité positive dans un POMDP aveugle. La
réduction est inspirée de I'exemple présenté en Figure [1.9) et est illustrée
en Figure

M est un POMDP aveugle d’ensemble d’actions {a, b} et pour lequel
l’ensemble a visiter infiniment souvent est F' (avec f € F). A partir de M,
on construit le POMDP aveugle M’ en dupliquant ’ensemble des actions
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en {a,b,a,b}, et en utilisant trois copies de M (dont les sous-ensembles
d’états sont notés @1, Q2, Q3) et deux états supplémentaires ri, 7. Dans
M, I'ensemble récurrent est constitué de la deuxieme copie de M (a
gauche), ainsi que de l'état 7o, et est représenté par les états entourés deux
fois; 'ensemble I stir regroupe tous les états non grisés, c’est-a-dire, tous
sauf 71 et ro. Le passage de la premiére copie (a droite) a la deuxiéme se
fait par les actions @ pour a € A. Ces mémes actions, depuis les autres
copies font quitter la zone stire, en menant a l’état . Depuis un état qui
était récurrent pour M dans la deuxieme et la troisieme copies (ici fa, f3),
les actions a et b permettent de retourner a la premiére copie. Depuis un
état qui n’était pas récurrent pour M dans la deuxiéme copie (ici s2), les
actions a et b conduisent a la troisieme copie. Enfin, dans la zone non stire,
les actions a et b menent a 71, tandis que les @ et bont pour destination rs.

Nous observons d’abord les faits suivants. Une séquence infinie de
M’ visite infiniment souvent F” si et seulement si {a@, b} apparait infini-
ment souvent. Cette séquence ne visite jamais {r;, 2} si lorsque ces ac-
tions apparaissent, I'état courant appartient a la premiere copie. Enfin on
rejoint la premiere copie depuis les autres copies uniquement par une ac-
tion {a, b} a partir d'une copie d'un état de F'.

Supposons qu’il existe une stratégie v dans M telle que Pr”(M =
OOF) = p > 0. Cette stratégie peut étre choisie déterministe. Par consé-
quent, elle est décrite par un mot infini w = wy ... w,, ... Choisissons une
suite infinie (8;) jen avec 0 < B; < 1 telle que [ [;, 3; > 0. Nous construi-
sons itérativement une séquence infinie strictement croissante d’entiers
(nj)jen comme suit. On pose ng = 0, et si ng,...,n; ont été définis,
nj+1 > n; est le plus petit entier qui satisfait :

Pr (M ): <>[nj+1,nj+1]F ‘ M ): /\ <>[nk+1,nk+1]F/\ |:|<>F> > /Bj ,

k=0

o1 la notation ¢!™MI F signifie que F est visité entre les instants m et M.
En raison de la propriété de v, et de I'hypothese de récurrence, la proba-
bilité conditionnelle est bien définie, et elle tend vers 1 lorsque n;,1 tend
vers l'infini. Ainsi n;4 est bien définie. Par construction :

Pr’ (./\/l = /\ <>[nj+1,nj+1]F) > p H B;>0 .

j=0 J=0

Définissons la stratégie déterministe v/ décrite par w’ = w] ... w), ... dans
M'. A uninstant k différent de tout n;, wj, = wy, et pour tout n, w,’% = Wy, -

Puisque {@, b} est sélectionné infiniment souvent, F’ est visité infiniment



38 Chapitre 1. Controle, probabilités et observation partielle

souvent par toute exécution engendrée par /. De plus la probabilité que
pour tout j, a I'instant n; 1’état courant soit dans @)1, est au moins égal
ap[];>o Bj. Par conséquent avec au moins cette probabilité, la séquence
aléatoire dans M’ engendrée par v restera toujours dans Q1 U Q2 U Q3. v/
atteint donc les objectifs du théoreme.

Supposons maintenant qu’il existe v/ une stratégie de M’ qui atteint
les objectifs du théoreme. Puisque M’ est aveugle, v/ correspond a une
séquence de distributions &}, 85, ... avec §; € Dist({a,b,@,b}). Alors v est
une stratégie aléatoire définie par 41, d2, . .. avec d;[a] = d[a] + d;[a] pour
a € {a,b}. Considérons I'ensemble des séquences de M’ qui visitent infi-
niment souvent I’ et jamais {r;, 2 }. Cet ensemble a une probabilité posi-
tive sous la stratégie /. Si on « projette » ’ensemble de ces séquences en
oubliant la copie et le surlignement, alors I’ensemble obtenu a méme pro-
babilité dans M sous la stratégie v et il visite infiniment souvent F. O

Décidabilité de problemes qualitatifs
Commengons par quelques résultats relativement facile.

Proposition 1.2.16. Le probleme suivant est NLOGSPACE-complet : étant don-
nés un POMDP M et un sous-ensemble de ses états F' C (), existe-t-il une
stratégie v assurant Pr’(M = QOF) > 072

Démonstration. La preuve se base sur le fait que 'existence d’une straté-
gie assurant Pr”(M = OF) > 0 est équivalente a 1’existence d’un chemin
menant dun état initial a un état cible. L’existence d"un tel chemin est clai-
rement une condition nécessaire. C’est également une condition suffisante,
car alors la simple stratégie qui consiste a jouer a chaque étape une distri-
bution uniforme sur toutes les actions du POMDP assigne a ce chemin une
probabilité non nulle. O

Pour ce qui concerne les objectifs de stireté, on a :

Proposition 1.2.17. Les problemes suivants sont EXPTIME-complets : étant
donnés un POMDP M et un sous-ensemble de ses états F' C Q)

— existe-t-il une stratégie v assurant Pr*(M =0F) =17?;

— existe-t-il une stratégie v assurant Pr’(M = 0OF) > 072,

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas d'une condition de stireté
avec probabilité 1. Pour cela, on construit le jeu a deux joueurs a observa-
tion parfaite associé a un POMDP (et a un ensemble d’états F') en utilisant
les croyances déduites des observations. Etant donnés M = (Q,Q, 4, 0, p)
et ' C @, on définit le jeu a deux joueurs et sous observation parfaite
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Gm = (C, A, A) o1 C = 29\ {0} est I'ensemble des croyances possibles.
Pour ¢ € C une croyance et a € A une action, on note Post(c, A) = {¢’ €
Q | 3¢ € ¢, p(dlg,a) > 0}. La relation de transition A C C x A x C
satisfait alors (c1,a,c2) € A s'il existe une observation o € (2 telle que
co = Post(c1,a) No. Le jeu se déroule de la fagon suivante : depuis un état
c1 € C, le premier joueur choisit une action a € A, et son adversaire choi-
sit un successeur ¢y tel que (c¢1,a,c2) € A. L'objectif de stireté OF dans
le POMDP est transformé en un objectif de stireté [JF dans le jeu a deux
joueurs, avec ' = {c € C|c C F}.

Cette construction fondée sur les croyances déduites des observations as-
sure qu'il existe une stratégie v dans M telle que Pr*(M = OF) =1
depuis la distribution initiale 7y si et seulement si le premier joueur a
une stratégie dans G depuis {¢ | 7mo(¢) > 0} qui garantit OF quels
que soient les choix de son adversaire. Les jeux de stireté a deux joueurs
et sous observation parfaite sont résolubles en temps polynomial (cf, par
exemple [13]). Par conséquent, le probleme de I'existence d’une stratégie
assurant Pr, (M = OF) = 1 est dans EXPTIME.

La borne inférieure de complexité est obtenue en observant que les jeux
de stireté partiellement observables sont EXPTIME-difficiles [7].

Venons en a présent aux conditions de stireté avec probabilité posi-
tive. Pour cela, montrons que 1'on peut utiliser le cas précédent comme
sous-routine. Plus précisément, il existe une stratégie v assurant Pr”(M =
OF) > 0 dans M depuis 7y si et seulement si il existe un état ¢ tel que (a) il
existe une stratégie v! depuis m) assurant Pr”' (M [= F Until ¢) > 0, et (b)
il existe une stratégie v* depuis q assurant Pr”’ (M = 0OF) = 1. L'opéra-
teur Until signifie qu pour une séquence son premier opérande reste vrai
jusqu’a ce que son deuxieme opérande soit vrai.

L'implication de droite a gauche est claire : il suffit de combiner v! et
2 pour construire une stratégie assurant 1’objectif de stireté avec probabi-
lité 1. On bascule de v; dés qu’on atteint une croyance contenant g.

Détaillons donc l’autre implication, et montrons méme que 1’on peut
prendre v! = v. Sans perte de généralité on suppose que les états hors de
F sont absorbants. On raisonne alors par 1’absurde en supposant que pour
tout état ¢ atteint avec probabilité positive depuis ¢g sous v, il n’existe pas
de stratégie 19 depuis g telle que Pr’ (M |= OF) = 1. En particulier, pour
N =|Q)|, on peut borner, indépendamment de ¢ et de 9, la probabilité de
rester dans F pendant N étapes par une constante 1 — "V, ot y est la plus
petite valeur de probabilité qui apparait dans le POMDP M. La probabilité
de rester dans F pendant kN étapes sous v est donc bornée par (1 — V)"
qui tend vers 0 lorsque £ € N croit, ce qui contredit le fait que v gagne

7
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positivement 'objectif de stireté.

Pour décider si depuis la distribution initiale 7 il existe une stra-
tégie v assurant Pr”(M = OF) > 0, on procede donc de la fagon sui-
vante : on commence par calculer 'ensemble Win_; des états ¢ € @ tels
que depuis ¢ il existe une stratégie réalisant 1’objectif de stireté LIF' avec
probabilité 1. On décide ensuite si depuis my, il existe une stratégie qui
permet d’atteindre Win_; avec probabilité positive tout en restant dans F.
Puisque que 'on a supposé que I'ensemble @ \ F' est absorbant, pour cette
deuxiéme étape, il suffit de vérifier que Win_; est accessible depuis 1’état
initial, comme expliqué dans la preuve de la proposition[1.2.16 Ces deux
étapes fournissent un algorithme EXPTIME pour décider si depuis qq il
existe une stratégie v telle que Pr”(M = OF) > 0.

Pour prouver la borne inférieure, on peut réduire le probleme d’accepta-
tion par une machine de Turing alternante en espace polynomial [10]. O

Intéressons nous pour terminer a la question de I’existence d"une stra-
tégie assurant un objectif de Biichi presque sirement.

Théoreme 1.2.18. Le probléme suivant est EXPTIME-complet : étant donnés un
POMDP M et un sous-ensemble de ses états F' C (), existe-t-il une stratégie v
assurant Pr’(M = O0F) =17

Démonstration. De fagon similaire a la preuve de la proposition
on considére 'automate des croyances associé a un POMDP. Pour M =
(Q,Q, A, 0,p), on construit Ays = (C, A x Q,A) tel que C = 29 est ’en-
semble des croyances possibles ({) est introduit pour faciliter la spécifica-
tion de la procédure), et la relation de transition A C C x (A x ) x Cest
déterministe et définie par :

Alc, (a,0)) = U{q’ €Q|p(g,a,q)>0}No.

qEc

Dans ce qui suit, pour simplifier les notations, on écrit
Ale, (a1,01) -+ (ap,0p,)) lapplication successive de la fonction de
transition, ¢’est-a-dire pour A(--- A(c, (a1,01)), - - (an, 0n)).

En utilisant ’automate des croyances, on calcule 1'ensemble Win des
croyances gagnantes, c’est-a-dire I'ensemble des supports de distributions
depuis lesquels il existe une stratégie assurant I’objectif de Biichi presque
stirement. Notons que cet ensemble est bien défini : pour deux distribu-
tions ayant méme support, une stratégie commune est gagnante presque
slirement (resp. positivement) depuis les deux ou depuis aucune. En ef-
fet: Pri (M = ) =3 o mo(q) - Pry(M = ¢). L'ensemble Win est défini

comme un plus grand point fixe, en partant de Win’ = C, et en calculant
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Win"*! A partir de Win* comme suit :

Win“t! = {¢c € Win’ | 3(a1,01) - - - (an, 0n), O # A, (a1,01), - (an,0,)) C F
et Vk, Yo, A(c, (a1,01),-- - (ax, 0})) € Win‘}}.

On se convainc assez facilement que si depuis une distribution ini-
tiale, il existe une stratégie gagnante, alors son support appartient au point
fixe Win. Clairement, 1’existence d’un chemin +. menant de ¢ a F' est clai-
rement nécessaire pour pouvoir atteindre F' presque stirement. De plus,
quelles que soient les observations qui font dévier ., depuis la distribu-
tion obtenue, la stratégie doit a nouveau permettre de satisfaire 1’objectif
de Biichi presque stirement.

Définissons une stratégie v, qui assure Pr”(M |= OOF) = 1 depuis
n’importe quelle distribution initiale ayant pour support une croyance de
Win. Cette stratégie ne dépend pas des distributions précises, mais seule-
ment de leur support. A partir de ¢ € Win, idéalement, la stratégie cherche
a réaliser le chemin v, = ¢ =% ... 22 qui mene a F. La stratégie pos-
séde autant de « modes » qu’il y a de croyances dans Win, et dans le mode
correspondant a ¢, elle cherche a réaliser .. Depuis ¢, la premiére décision
est donc de jouer a;, et sil’observation est o1, de continuer avec ay, etc. tant
que les observations sont conformes a celles décrites par le chemin menant
a F. Si, a I'étape k, I'observation est o) au lieu de 1'observation attendue
ok, par définition du point fixe, la nouvelle croyance ¢ est toujours dans
Win. La stratégie passe donc dans le mode correspondant a ¢/, et cherche a
atteindre F par 7., le chemin associé a ¢’ O

Le tableau qui suit récapitule les résultats de complexité dans les
POMDP pour les différentes questions qualitatives, selon 1’objectif consi-
déré.

] | Accessibilité |  Streté | Biichi | co-Biichi |
Pr >0 || NLOGSPACE-c. | EXPTIME-c. | indécidable | EXPTIME-c.
Pr =1 EXPTIME-c. EXPTIME-c. | EXPTIME-c. | indécidable

FIGURE 1.11 — Complexité des problemes qualitatifs pour les POMDP.

Application au diagnostic de panne

Comme application des problemes théoriques sur les POMDP étudiés
dans cette section, nous présentons maintenant le diagnostic de panne.
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En théorie du controle, le diagnostic consiste a détecter 'occurrence de
fautes dans des systémes partiellement observables. Plus précisément,
nous considérons un systéme sujet aux pannes, et qu'un utilisateur exté-
rieur peut observer, au moins de fagon partielle, et qu’il cherche a controler
pour pouvoir détecter les fautes. Pour cela, partons d'un modele proba-
biliste de systeme a événement discret, dans lequel certains événements
sont observables, d’autres non, et certains événements sont contrdlables et
d’autres non.

N

Définition 1.2.19. Un systeme probabiliste a événement discret S =
(S, s0,E, A) est défini par la donnée de S un ensemble fini d’états dont sg € S
I'état initial, £ un ensemble d'événements et A : S x € x S — [0, 1] une fonction
de transition probabiliste telle que : pour tout s € S, 3" cc yesp(s,a,8") = L.

Remarquons que les probabilités sortantes d"un état somment a 1. Au-
trement dit, un systéme probabiliste a événement discret est une DTMC
lorsqu’on oublie les actions.

Afin de spécifier le probleme de diagnostic de panne, I'ensemble des
événements &, est partitionné de deux fagons : entre les événements obser-
vables et inobservables £ = £,LIE,,, et entre les événements controlables et
incontrolables £ = £.U&,,.. De plus £ contient un événement inobservable
particulier, f € &,, qui désigne la faute (ou erreur, ou panne).

L'utilisateur du systeme n’observe que partiellement son comporte-
ment : étant donnée une exécution, il ne percoit que la suite des événe-
ments observables qui la compose. On dit qu’une telle suite d’observations
est stirement fautive si toutes les exécutions du systeme qui peuvent la gé-
nérer contiennent 1’événement fautif f. Symétriquement, elle est silrement
correcte si toutes les exécutions qui la génerent ne contiennent pas f. Dans
les autres cas, elle est dite ambigué.

Le probleme de contrdle afin d’assurer la diagnostiquabilité du sys-
téme est intuitivement le suivant : peut-on dynamiquement interdire cer-
tains événements contrdlables, de facon a ce que les exécutions d’obser-
vation ambigué soient de mesure nulle. De plus le contréle ne doit pas
conduire a bloquer le systeme.

La figure[1.12représente un exemple de systéeme probabiliste a événe-
ment discret, pour lequel & = &, = {a,b,c,d, e}, et &, = Epo = {f,u}. Sur
cet exemple, adcb” est une suite d’observations stirement fautive, acb“ est
stirement correcte, tandis que aadcb® est ambigué puisqu’elle correspond
a une exécution fautive et une exécution correcte ayant respectivement
pour préfixes s LN $1 2 S92 sg et S) — S3 — S4 — $o.

Les stratégies du contrdleur pour le probleme de diagnostic proba-
biliste prennent la forme suivante : pour chaque suite finie d’événements
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FIGURE 1.12 — Un systeme probabiliste a événement discret.

observables, un choix est fait sur I'ensemble des événements contrdlables
autorisés. Ce choix pouvant étre « randomisé », formellement, une straté-
gie est une fonction v : £ — Dist(&,).

Sur notre exemple, une stratégie possible de contrdle, particuliere-
ment simple et non randomisée, est la suivante : v(¢) = &, et v(av) =
&\ {a} pout tout v € &F. Cette stratégie interdit donc 'occurrence de
I'événement a, sauf la toute premiere. Cette stratégie exclut ’observation
ambigué aadcb” discutée plus haut. La seule observation ambigué restante
dans ce systeme controlé est ab”, et elle correspond a un ensemble d’exé-
cutions de probabilité nulle. Elle n"introduit pas non plus de blocage.

Le controle pour le diagnostic probabiliste a de fortes ressemblances
avec les problemes que 1’'on a étudiés pour les POMDP. En effet, dans
les deux cas, le modéle est probabiliste, et un utilisateur partiellement in-
formé cherche a controler le systéme pour assurer un objectif donné. Re-
formuler le diagnostic probabiliste pour les systemes a événements dis-
crets, en un probléeme de décision décidable sur les POMDP, souleve plu-
sieurs difficultés. Tout d’abord, dans le cadre du diagnostic, le controleur
a la possibilité d’interdire des événements, alors que dans un POMDP, la
stratégie choisit quelle action effectuer. De plus, pour ce qui concerne le
diagnostic, le controleur observe certains événements (précisément ceux
qui sont observables) alors que dans un POMDP l'information est liée aux
états visités. La premiere difficulté est levée en définissant comme actions
du POMDP les sous-ensembles d’événements qui comprennent tous les
événements non contrdlables. Pour s’affranchir de la seconde difficulté,
on s’appuie sur un automate déterministe avec condition d’acceptation
de Biichi, qui reconnait exactement les séquences observables non ambi-
gués [14]. Enfin une troisiéme difficulté vient du fait que le contrdleur ne
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reprend la main qu’apres un événement observable. Aussi une transition
du POMDPcorrespond a une séquence d’événements inobservables suivis
d’un événement observable.

Sans détailler sa correction, nous présentons brievement la struc-
ture de cet automate déterministe de Biichi Bs associé a un PLTS S. Ses
états sont des triplets (U, V, W) de sous-ensembles détats de S, tels que
UUVUW # etV NW = (. Lalphabet est &,, de maniere a ce que
cet automate reconnaisse des séquences observables. Intuitivement, si une
séquence v € & mene a un état (U, V, W), la composante U représente
I'ensemble des états accessibles par une exécution correcte d’observation
v, tandis que V' U W est 'ensemble des états accessibles par une séquence
fautive d’observation v. De plus, W contient les états correspondant a la
faute la plus ancienne, alors que V fait office de « salle d’attente » pour les
fautes plus récentes. Les séquences observables menant a (U, V, W) avec
U#(QetVUW # () sont donc ambigués, et 'automate cherche d’abord
a résoudre 'ambiguité entre U et W, puis celle posée par les fautes plus
récentes (et donc stockées dans V). L'ensemble des états acceptants de Bs
est formé de ceux tels que U = () ou W = (), qui correspondent donc res-
pectivement a des séquences nécessairement fautives, ou des séquences
dont I'ambiguité la plus ancienne a été levée.

En construisant une forme de produit du PLTS S avec I'automate dé-
terministe Bs, on obtient un POMDP M s dont on note Desamb 1’ensemble
des états dont la deuxieme composante est un état acceptant de Bs (c’est-
a-dire pour lesquels 'une au moins des composantes U ou W est vide).

Proposition 1.2.20. S est activement diagnostiquable si et seulement si il existe
une stratégie v dans Ms telle que Pr,(Ms = OODesamb) =1

En utilisant le théoreme [1.2.18), on en déduit un algorithme de dé-
cision pour le probleme de diagnostic actif probabiliste. On peut méme
établir la complexité exacte de ce probleme :

Théoreme 1.2.21. Le probleme de controle pour le diagnostic de systemes proba-
bilistes a événements discrets est EXPTIME-complet.

La borne supérieure en EXPTIME peut paraitre surprenante. En effet,
Ms est un POMDP de taille exponentielle en la taille de S, et I'algorithme
de résolution pour une condition de Biichi presque stire dans les POMDP
est en EXPTIME, puisqu’il repose sur la construction de I'ensemble des
croyances. Cependant, dans le POMDP M que nous considérons, les
croyances du systéme S sont déja présents dans l'état ((U,V, W), s) sous
la forme U U V U W. Ainsi, la deuxieme exponentielle lors de la résolu-
tion du POMDP peut étre évitée, et le probleme du diagnostic actif reste
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dans EXPTIME. Pour la borne inférieure, on peut réduire la résolution de
jeux de stireté partiellement observables qui est un probleme EXPTIME-
difficile [7].

Une fagon de contrdler un systeme pour qu’il soit diagnostiquable,
est de forcer (presque stirement) I’'occurrence d’une faute. On peut alors
méme prédire qu'une faute aura lieu avant qu’elle se produise. Evidem-
ment, un tel contrdleur présente peu d’intérét et il est pertinent de raf-
finer le probleme de contrdle pour le diagnostic en diagnostic actif sauf :
existe-t-il une stratégie qui assure que le systeme soit a la fois presque
stirement diagnostiquable, et non fautif avec probabilité positive ? En uti-
lisant la méme approche que pour le diagnostic actif, on peut reformuler
le probleme du diagnostic actif sauf pour S en l'existence d’une stratégie
dans le POMDP M qui garantisse en méme temps un objectif de Biichi
avec probabilité 1 et un objectif de stireté avec probabilité positive. L'ob-
jectif de Biichi est comme avant JODesamb, tandis que 1’objectif de stireté
est OCorrect ot Correct correspond aux états (¢, (U, V,W)) de M tels que
V UW = (. Malheureusement, le probleme auquel on se réduit est indé-
cidable, comme on l’a vu avec le théoréeme En outre, en adaptant la
preuve de ce théoréme, on peut montrer que le probleme de diagnostic ac-
tif sauf pour les systemes probabilistes est indécidable [5]. Cependant en
se limitant aux stratégies a mémoire finie (une condition nécessaire pour
implémenter un contrdleur) ce probleme devient EXPTIME-complet.

1.3 Jeux stochastiques partiellement observables

1.3.1 Présentation

Afin de généraliser le modele des POMDP étudié dans la section pré-
cédente, on s’intéresse maintenant aux jeux stochastiques a signaux, un
modele courant en théorie des jeux pour les interactions a deux joueurs
dans un environnement probabiliste et partiellement observable [32, 28|
27]. De fagon analogue au cas des POMDP, les joueurs ne peuvent pas ob-
server l’état courant du jeu : leur seule source d’information est la suite de
signaux qu'ils recoivent au long la partie. A la différence des observations
dans les POMDP, on suppose ici que les signaux ne dépendent pas uni-
quement de 1’état courant, mais peuvent dépendre de l’action, et peuvent
méme varier pour une action et un état cible fixés. Illustrons la notion de
jeux stochastiques a signaux par un premier exemple, a un seul joueur,
pour se familiariser avec le modele et comprendre en quoi les signaux dif-
ferent des observations dans les POMDP.
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Exemple 1.3.1 (Exemple de jeu stochastique a signaux a un joueur).
*, 1,1

FIGURE 1.13 — Un exemple de jeu stochastique a signaux a un joueur.

La Figure[1.13|présente un exemple de jeu stochastique a un joueur, informé
par des signaux. L'ensemble des signaux est {«, 3, L}, et les actions possibles
sont a, g1 et go. La transition de g1 a q; étiquetée par a, o, 1/2 signifie que depuis
q1, si le joueur choisit I'action a, il recevra le signal o, et le nouvel état sera
q1 avec probabilité 1/2. La notation x représente n’importe quelle action. Le jeu
commence avec probabilité uniforme dans chacun des états q et qo, et I'objectif est
d’atteindre I'état t. Pour cela, le joueur doit deviner correctement I'état initial : si
le jeu a commencé en q;, alors g; lui permet d’atteindre t. Afin de faire son choix de
fagon stire, il peut auparavant jouer 'action a jusqu’a ce que, presque stirement, il
recoive le signal o ou 3, permettant de déterminer si le jeu se trouve dans I'état ¢
ou q. Dans ce jeu, I'unique joueur a donc une stratégie pour atteindre I'état t avec
probabilité 1. Observez que méme a un joueur, le modele des jeux stochastiques
a signaux généralise celui des POMDP, puisque, le signal recu ne dépend pas
uniquement de I'état, ni méme de l'action et de I'état, mais aussi de la transition
elle-méme.

Venons en maintenant a la définition de jeux stochastiques a deux
joueurs a signaux.

Définition 1.3.2. Un jeu stochastique a deux joueurs a signaux est un tuple
(Q,00,1,J,C, D, A) ot QQ est un ensemble fini d’états, 6y € Dist(Q) une distri-
bution initiale, I (resp. J) est 'ensemble des actions du joueur 1 (resp. du joueur
2), C (resp. D) est I'ensemble des signaux du joueur 1 (resp. du joueur 2), et
A:Q xIxJ— Dist(Q x C x D) est la fonction de transition.

La sémantique d’un jeu stochastique a signaux est la suivante : ini-
tialement, le jeu commence dans 1’état ¢y, avec probabilité dy(qo); puis, a
chaque étape n € N, chacun des joueurs choisit une action i,, € I et j,, € J.
IIs recoivent respectivement les signaux ¢, € C et d, € D, et le nouvel
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état du jeu est g,+1. Ceci arrive avec probabilité A(gn+1, cn, dn|qn, in, jn),
donnée par la fonction de transition A. Une partie est une suite finie
ou infinie qo, @0, jo, ¢1,d1,q1,- -, Cn,dn,qn - - -, telle que, pour tout m > 0,
A(qm-i-lv Cm+1, dm+1“]m) Zma]m) > 0.

Dans les jeux stochastiques a signaux, comme pour I'étude qualitative
des POMDP, les conditions de gain sont des sous-ensembles de Q“. On se
concentrera ici sur des objectifs définis par les conditions d’accessibilité,
de Biichi, et de leurs conditions duales respectives, stireté et co-Biichi.

Les deux joueurs prennent leur décisions en fonction de la suite des
signaux qu’ils ont regue jusqu’alors. Une stratégie est donc une fonction
associant a chaque suite finie de signaux privés, une distribution de pro-
babilité sur les actions. Formellement, une stratégie du joueur 1 est une
fonction o : C* — Dist(I). Quand le joueur 1 a requ les signaux cy, ..., ¢,
il joue donc ’action ¢ avec probabilité o(cy, ..., c,)(7). La notion de stra-
tégie 7 : D* — Dist(.J) pour le joueur 2 est définie de fagon symétrique.
Un profil de stratégies, c’est-a-dire une stratégie pour chacun des joueurs,
définit une mesure de probabilité sur 'ensemble des parties, et apres pro-
jection, une mesure de probabilité sur I'ensemble des séquences de (%,
notée Pr?7".

Etant donné une condition de gain V C Q“, on dit qu’une stratégie o
pour le joueur 1 est presque silrement gagnante si quelle que soit la stratégie
7 que choisit le joueur 2, Pr>" (V) = 1. Similairement, o est positivement
gagnante si quelle que soit la stratégie 7 du joueur 2, Pr”" (V') > 0. Par ex-
tension, on dira qu'une distribution est presque stirement gagnante (resp.
positivement gagnante), si le joueur 1 possede une stratégie presque stire-
ment (resp. positivement) gagnante depuis cette distribution initiale. De la
méme fagon que pour les POMDP, le fait que le joueur 1 possede une stra-
tégie gagnante (que ce soit presque stirement, ou positivement) ne dépend
que du support de la distribution initiale. Ainsi, on parlera également de
support presque stirement ou positivement gagnant.

Exemple 1.3.3 (Exemple de jeu stochastique a signaux a deux joueurs).
Un nouvel exemple de jeu stochastique a signaux, a deux joueurs, est donné en
Figure Les transitions sont étiquetées par des triplets : le premier élément
correspond aux actions choisies par chacun des joueurs, le deuxieme élément dé-
crit les signaux qu’ils regoivent, et le dernier élément est la probabilité de cette
transition.

Le jeu commence dans I'état qo, et chacun des joueurs choisit pile (p) ou face
(f). Le nouvel état est q— ou g, selon qu'ils font le méme choix ou non. Depuis
q1, 'évolution est la méme, a la différence pres que les signaux regus par le joueur
2 sont a priori différents. Le joueur 1 est aveugle (il recoit tout le temps le méme
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fflal

fp,LB,1

pp,La,l

pf,LB,1

FIGURE 1.14 — Un exemple de jeu stochastique a signaux a deux joueurs.

signal) et ne peut que compter les étapes. L'objectif du joueur 1 est d’atteindre la
cible t, et cela arrive lorsque le joueur 2 ne devine pas correctement : soit il joue
g+ dans l'état q—, soit il joue g— dans I'état q... Nous allons voir qu’en fonction
des signaux du joueur 2, le jeu peut étre presque siirement gagnant pour le joueur
1, gagnant avec probabilité positive, ou méme perdant.

Dans un premier temps, supposons que tous les signaux «, 3, y et § sont diffé-
rents. Le joueur 2 connait alors toujours la position réelle du jeu, et peut choisir
en conséquence q— ou g pour éviter t. Il a donc une stratégie qui garantit d’éviter
t, et le joueur 1 gagne avec probabilité 0.

Supposons maintenant que o = [3, mais v # 9. Intuitivement, a la premiere
étape, le joueur 2 ne peut pas distinguer si le jeu se trouve dans I'état q— ou q..
Puis, lorsque le jeu atteint q1, le joueur 2 peut éviter d’atteindre t quoi que fasse
le joueur 1. Pour chacun des joueurs, a la premiere étape, le meilleure stratégie
est de jouer uniformément pile ou face. Ainsi, dans ce cas, le joueur 1 gagne avec
probabilité 1/2.

Supposons enfin que o = [ et v = 0, et donc que le joueur 2 ne puisse jamais
savoir si le jeu se trouve en q— ou q. La meilleure stratégie pour le joueur 1 est
de toujours jouer uniformément pile ou face. Sous cette stratégie aléatoire, et quoi
que fasse le joueur 2, toutes les deux étapes, la probabilité est 1/2 d’atteindre t.
Ainsi, le joueur 1 gagne presque silrement.

Pour terminer cette introduction aux jeux stochastiques a signaux, on
définit la notion de croyance, qui représente I'information qu'un joueur
a de la position actuelle du jeu, et que l'on a déja introduite pour les
POMDP. Etant donné un jeu (Q,do,1,J,C, D, A), initialement, la croyance
du joueur 1, et du joueur 2 est Supp(dp). Supposons qu’a une étape du jeu,
la croyance du joueur 1 est c;. S'il choisit de jouer i € I et qu’il regoit le
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signal ¢ € C, sa croyance est mise a jour en ¢}, définie par :
={d€Q|3qeec1IjeJIde D, A(d,c,d|g,i,j) > 0}.

La mise a jour des croyances pour le joueur 2 est définie de fagon tout a
fait symétrique.

1.3.2 Caractére déterminé

Considérons un jeu dont I'aréne est une séquence infinie d’états qui
vérifient ou pas une propriété F'. Le joueur 1 choisit un état de la séquence
puis le joueur 2 choisit un état ultérieur de la séquence. Le joueur 1 (res-
pectivement 2) gagne si 1’état choisi par le second joueur ne satisfait pas
F'. Lissue d"une partie est fixée par les choix (i.e. les stratégies) des deux
joueurs. On note val;(v;,v5) € {0,1} le résultat du joueur j € {1,2} avec
adversaire j lorsque j (respectivement j) choisit comme stratégie v; (res-
pectivement v5). Dans un jeu de ce type, val;(v;,v5) = 1 — valz(v;, ;).
Une stratégie v; est gagnante si pour toute stratégie v; de l'adversaire
valj(vj,v;) = 1. Il ne peut y avoir simultanément une stratégie gagnante
pour les deux joueurs.

Le jeu est déterminé si l'un des deux joueurs a une stratégie gagnante.
Un résultat fondamental de la théorie des jeux énonce que les jeux a infor-
mation parfaite et condition borélienne sont déterminés [21]]. Dans notre
exemple, le joueur 1 gagne si la séquence satisfait OLJ—F et le joueur 2
gagne si la séquence satisfait OO F. On retrouve ici aussi la dualité des
formules sous la forme d"un jeu.

Définissons une notion de jeu déterminé adaptée aux jeux stochas-
tiques. Dans un tel jeu une fois fixées les stratégies des deux joueurs, le jeu
stochastique devient un processus stochastique et la valeur du jeu pour un
joueur est une variable aléatoire de Bernouilli (sous réserve que I’ensemble
des chemins qui satisfont la condition de gain soit mesurable). Chaque
joueur cherche alors a maximiser 1’espérance de cette variable aléatoire
c’est a dire la probabilité qu'un chemin aléatoire satisfasse la condition de
gain.

Définition 1.3.4. Une condition de gain (accessibilité, sureté, Biichi) est déter-
minée si pour tout jeu stochastique a signaux, toute distribution initiale 5o admet
soit une stratégie presque stirement gagnante pour le joueur 1, soit une stratégie
gagnante avec probabilité positive pour le joueur 2.

Formellement, le caractere déterminé s’exprime ainsi, pour W C Q¥ :

(3w Vi Prgé’VQ(W) =1) ou (Ivy Vin Prgé’y2 (W) < 1)
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En raison de l'observation partielle des jeux stochastiques a signaux
le caractere déterminé dépend étroitement de la condition de gain [6].

Théoreme 1.3.5. Les jeux stochastiques a signaux avec conditions d’accessibilité,
de siireté ou de Biichi, sont déterminés.

*%,q1 1,1 ac,t 1,1 *c,qo2 1,1

() beatd ()
A( 0 j

*d,t 1,1
FIGURE 1.15 — Un jeu non-déterminé avec condition de gain de co-Biichi.

Théoreme 1.3.6. Les jeux stochastiques a signaux avec conditions co-Biichi, ne
sont pas déterminés.

Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat en analysant le jeu de
la figure ou la distribution initiale est concentrée en t¢. Dans ce jeu,
le joueur 1 observe tout, le joueur 2 est aveugle, et 1’objectif du joueur
1 est de ne visiter Iétat t qu'un nombre fini de fois. Puisque le joueur 2
est aveugle, une stratégie de ce joueur une suite de distributions ot1 I'on
note c; (respectivement d;) la probabilité de choisir c (respectivement d) a
I'instant s.

Fixons une stratégie du joueur 2 arbitraire et définissons la stratégie
du joueur 1 ainsi. A l'instant ¢, si ¢>; = [] j>i Ci est nulle alors le joueur
1 choisit a sinon le joueur 1 choisit b. La suite c>; est croissante. Suppo-
sons qu’elle soit toujours nulle. Alors la probabilité de choisir d au moins
une fois est égale a 1 et donc presque stirement la transition ¢ — ¢; sera
franchie (satisfaisant ainsi la condition de co-Btichi). Dans le cas contraire
a partir d"un certain 7o, il existe ¢ > 0 tel que pour tout i > g, c>; > €. La
stratégie du joueur 1 conduit soit a franchir ¢ — ¢; soit a visiter infiniment
souvent g2 avec une probabilité au plus 1 — ¢ a chaque nouvelle visite de-
puis ¢ de le quitter. Par conséquent presque stirement le chemin aléatoire
restera indéfiniment dans ¢; ou ¢o.

Fixons maintenant une stratégie du joueur 1 arbitraire et nous al-
lons spécifier inductivement sur les instants une stratégie déterministe du
joueur 2 de la forme ¢ dc™?d. .. ou c™dc™d. .. c"dc” al’aide d'une suite
(pi)ien tel que pour toutd, 0 < p; < 1et][,.ypi > 0. Supposons-la définie
jusqual'instant k = i+ 3, n;, qu'elle soit de la forme " dc"d ... c"i-1d
et que la probabilité d’étre dans ¢ a l'instant % soit supérieure ou égale a
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[1;<; pi- Cette hypothese est satisfaite pour ¢ = 0. Considérons la proba-
bilité p qu’a partir de cet instant la probabilité induite par la stratégie du
joueur 1 de choisir indéfiniment a tant qu’il est dans ¢. Si p est nul alors
la stratégie du joueur 2 se termine par ¢ avec une probabilité au moins
égale a p[] j<ibi >0 de rester indéfiniment dans ¢. Si p est nul alors il
existe n; tel quelle qu’a partir de cet instant la probabilité induite par la
stratégie du joueur 1 de choisir b au moins une fois dans les n; prochains
instants soit supérieure ou égale a p;. La stratégie du joueur 2 se prolonge
par c™d vérifiant a I'étape suivante ’hypothese d’induction. Dans le cas
d’une stratégie construite de la forme ¢"'dc™d. .. la probabilité de visiter
infiniment souvent ¢ est au moins égale a [ [,y pi- t

1.3.3 Résolution des jeux stochastiques a signaux

Les jeux stochastiques a signaux formant une extension des POMDP,
les résultats d’indécidabilité obtenus dans la section précédente s’ap-
pliquent également ici. En particulier, on ne peut pas décider, étant don-
nés un jeu stochastique a signaux et un sous-ensemble I de ses états, si
le joueur 1 a une stratégie garantissant avec probabilité positive de visiter
F infiniment souvent, quoi que fasse le joueur 2. Si les résultats d’indéci-
dabilité s’étendent des POMDP aux jeux stochastiques, il est remarquable
que les résultats de décidabilité soient également valables dans ce cadre
plus général. Commengons par un cas relativement simple ot1 le joueur 1
cherche a garantir une condition d’accessibilité avec probabilité positive.

Proposition 1.3.7. On peut calculer en EXPTIME ['ensemble des supports po-
sitivement gagnants pour le joueur 1 et la condition d’accessibilité OF'.

Démonstration. Puisque les jeux stochastiques a signaux et condition d’ac-
cessibilité sont déterminés, de facon équivalente, on peut calculer les sup-
ports depuis lesquels le joueur 2 a une stratégie qui assure de rester hors
de F' avec probabilité 1. Pour cette condition de stireté, 1'ensemble des
supports £ C 29 qui sont gagnants pour le joueur 2 peut est caractérisé
comme un plus grand point fixe. On définit donc Lo = {L € 29 | LN F =
0}, et inductivement a partir de £;, on construit £;1; comme 1’ensemble
des supports L € £; qui n'intersectent pas F' et depuis lesquels le joueur 2
posséde une action qui garantit que sa prochaine croyance est encore dans
L;, et ce quelle que soit I'action choisie par le joueur 1, et quel que soit le
signal regu par le joueur 2.

Lion={LeLl;|3jeJVielIVde D, B(d|L,i,j)#0 = B(d|L,i,j) € L}
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Pour I’ensemble limite £ dans ce calcul de point fixe, on se convainc
aisément que depuis tout support L € £, le joueur 2 a une stratégie pour
assurer de rester hors de F'. En effet, depuis L, il possede une action qui lui
permet de rester sirement dans £, et on peut donc itérer ce raisonnement.
De plus, si L ¢ L, on peut montrer que quelle que soit sa stratégie, le
joueur 1 a une stratégie permettant de forcer la visite de F' en temps fini,
avec probabilité positive. O

Apres ce cas relativement facile, concentrons nous sur des jeux avec
condition de Biichi, et voyons comment le résultat du théoreme[1.2.18|se
généralise aux jeux stochastiques.

Théoreme 1.3.8. On peut calculer en 2EXPTIME [’ensemble des supports
presque stirement gagnants pour le joueur 1 et la condition de Biichi OO F.

Démonstration. On se contente de donner ici I'idée de la preuve.

Pour décider si le joueur 1 posséde une stratégie presque stirement
gagnante, on fait appel a I'algorithme de la proposition[1.3.7}

Supposons pour commencer que depuis tout support le joueur 1 peut
garantir d’atteindre F' une fois avec probabilité positive. Dans cette situa-
tion tres favorable, en répétant toujours cette méme stratégie qui cherche
a atteindre F', le joueur 1 peut assurer la condition de Biichi (IO F presque
stirement.

Puisque les jeux stochastiques a signaux et condition d’accessibilité
sont déterminés, dans le cas contraire, il existe un support L depuis lequel
le joueur 2 possede une stratégie qui garantit —F presque stirement, et
donc stirement. En fait, des que le joueur 2 peut forcer la croyance du
joueur 1 & étre précisément L depuis un support L', alors L’ est gagnant
positivement pour le joueur 2. Ceci n’est pas completement trivial, car le
joueur 2 ne connait pas a priori les croyances du joueur 1. Pour gagner
positivement, il lui faut donc jouer de fagon aléatoire jusqu’a un moment
supposer que la croyance du joueur 1 est L, et a ce moment la jouer la stra-
tégie qui gagne stirement depuis L. Bien qu’une telle stratégie ne soit pas
optimale (dans bien des cas, le joueur 2 supposera a tort que la croyance
de son adversaire est L), elle permet au joueur 2 d’atteindre son objectif de
co-Biichi avec probabilité positive.

De ces observations, on déduit que le joueur 1 doit éviter d’avoir pour
croyance L, et méme L/, s'il veut gagner presque stirement. En faisant cela,
il peut cependant empécher le jeu d’aller vers la cible F), et crée donc de
nouveaux supports gagnants positivement pour le joueur 2, etc.

Le raisonnement qui précede suggere donc de calculer I'ensemble des
supports presque stirement gagnants pour le joueur 1 pour la condition
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de Biichi comme le plus grand ensemble W de supports depuis lesquels le
joueur 1 a une stratégie pour assurer une probabilité positive d’atteindre
F' tout en garantissant que sa croyance reste dans W. On peut tirer de
cela une caractérisation de W comme plus grand point fixe, en utilisant
I'algorithme de la proposition comme routine. O

Au dela du saut de complexité entre les POMDP et les jeux stochas-
tiques a signaux a deux joueurs, soulignons une différence importante, qui
concerne la mémoire nécessaire aux joueurs pour satisfaire leurs objectifs.
Dans les POMDP, cette mémoire était au mieux nulle (pour gagner po-
sitivement un jeu avec condition d’accessibilité), et au pire exponentielle
(par exemple pour gagner positivement un jeu avec condition de stireté),
essentiellement basée sur les croyances. Dans le cas des jeux stochastiques
a signaux a deux joueurs, une mémoire exponentielle ne suffit pas. Plus
précisément, on peut montrer que pour gagner positivement un jeu avec
condition de sureté, les croyances du joueur 2 ne sont pas suffisantes, et il
peut devoir recourir a ses croyances sur les croyances de son adversaire,
impliquant une mémoire doublement exponentielle.
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