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Chapitre 1

Introduction

On considére un probléme P(d) qui dépend d’une donnée d (par exemple : est-ce que le nombre
d est premier 7 Est-ce que le graphe d est planaire ? Est-ce que le programme d finit toujours par
s’arréter, ceci quel que soit le nombre n qu’on lui soumet en input ? etc.).

D’un point de vue informatique, résoudre P(d) suppose d’une part un modéle de calcul M
et d’autre part un programme dans ce modéle, dont I'input est d et qui s’arréte en répondant
a la question. Le probléme peut étre résolu (on dit qu’il est décidable) si ’'on peut trouver un
modéle de calcul et un programme qui répond a la question (pour toute donnée d). La thése
de Church stipule que cette question de décidabilité est indépendante du modéle de calcul et,
jusqu’a récemment, aucun modéle de calcul n’est venu invalider cette thése. Durant le cours nous
rencontrerons plusieurs modéles de calcul et montreront qu’ils sont équivalents (simulables les uns
par les autres en un sens qui sera précisé). Ainsi, la notion de décidabilité sera définie pour un
modéle de calcul particulier (les machines de Turing) mais elle a une portée universelle.

Une autre question fondamentale est la mesure de la difficulté d’un probléme P, lorsqu’il
est décidable. La complexité de la solution se mesure en termes de ressources utilisées par un
programme résolvant P : nombre d’étapes de calcul (complexité en temps), espace de stockage
nécessaire (complexité en espace), taille du programme, ...

De ce point de vue, les modéles de calcul ne sont pas équivalents. On aimerait définir la
complexité intrinséque d’un probléme (en temps par exemple) dans un modéle M, comme le
minimum des temps d’exécution pour tous les programmes résolvant M. Mais le temps de calcul
d’un programme qui résout P dépend de la valeur de la donnée d. Il faut donc comparer des
fonctions, mais ordre canonique défini par « f > g < Vd.f(d) > g(d) » n’est ni total, ni bien
fondé.



Chapitre 2

Machines de Turing et récursivité

Notations
Un mot sur Palphabet ¥ est une suite (éventuellement vide) d’éléments de X. Sauf précision
contraire, on ne considére que des mots finis.

Si A, B C ¥* sont des ensembles de mots sur 'alphabet 33,

— A+ B est ’ensemble AU B}

— a (ot a € X) est Pensemble réduit au mot a;

— € est le mot vide;

— A B est I'ensemble {wiws | w1 € A,wy € B}

— A* est 'ensemble des mots w tels qu’il existe un entier £ € N et k£ mots wq,...,wy € A tels

que w = wy - -~ wy, (k= 0 est possible).

2.1 Machines de Turing

Il existe de trés nombreux modéles de calcul, représentant plus ou moins bien des architectures
matérielles, des circuits ou des langages. Les machines de Turing constituent néanmoins le modéle
de référence incontournable, pour des raisons historiques. Il s’agit d’un modéle de trés bas niveau
dans lequel on ne dispose que d’une structure de données (les mots) et, d’'une seule instruction
(GOTO) en dehors des lectures et écritures.

11 existe plusieurs variantes des machines de Turing. Elles sont toutes équivalentes (en accord
avec la thése de Church) du point de vue de ’expressivité. Mais elles ne sont pas équivalentes du
point de vue de la complexité. La définition 2.1.1 qui suit sera modifiée plus tard quand on définira
les classes de complexité.

Définition 2.1.1 Une machine de Turing (MT) est un tuple (Q, qo,%,0,{B,$},q5) ot
— @ est un ensemble fini d’états,
— qo € Q est I’état initial,
— X est un alphabet fini,
- B,$ € 3 sont deuz symboles spéciaux distincts (B = « blanc », $ = « marqueur de début » ),
— Qp est un sous-ensemble d’états qui autorise l’écriture de blancs,
—0: QXX — (Q W {accept, 'r'eject}) X X x {«,—, |} est une fonction de transition vérifiant
les contraintes suivantes :
1. Pour tout q € Q, il existe ¢’ € Q tel que §(¢,%) = (¢, $,—)
2. Pour tout ¢, € Q, z € X, de {—,—, ]} 0(¢,x) = (¢,$,d) =z =% "d=—
3. Pour tout x # $, il existe ¢’ tel que 6(qp,x) = (¢', B, <)
4. Pour tout q,¢' € Q, v €X,d € {—,—,|} d(¢q,z) =(¢',B,d) = ¢ € Qp Nd =
5. Pour tout ¢ € Q,¢' € Qp, z,y € X, d € {—,—,|}
6(gz) = (¢ y,d) =z =y=BANd=



6. Pour tout q,¢' € Q, x € ¥ 6(q,B) = (¢, z,—) =z # B

Quelques remarques et notations en vrac :

1.
2.

On notera aussi accept (resp. reject) gy (resp. ¢ ). On notera aussi qq, q7.

& est une fonction et pas forcément une application. Son domaine de définition peut n’étre
qu’un sous-ensemble strict de () X X. Dans la suite, on fera comme si § était une application
en complétant la définition de § par 6(q,a) = (reject, a, |) sur les couples (g, a) o elle est
indéfinie.

Les restrictions sur ¢ impliquent qu’on ne se déplace jamais & gauche du marqueur de début
et qu’on ne peut pas l'effacer. Elles impliquent aussi que le contenu de la bande a toujours
la forme d’un $, suivi de lettres de ¥\ {B, $} et terminé par des blancs.

Cette définition correspond aux machines a un seul ruban appelé encore bande : les machines
A plusieurs rubans seront abordées ci-dessous.

Il n’y a pas d’état final dans cette définition. On pourrait aussi considérer accept comme
unique état final; il n’y a pas de transition depuis un état final.

Cette définition autorise de ne pas faire de mouvement, c.-a-d. qu’elle autorise §(g,a) =
(...,...,1), ce qui n’est pas toujours permis par d’autres auteurs.

On trouve parfois des définitions ol figurent deux alphabets : un alphabet « de travail » et
un alphabet « d’entrée ». Pour les questions que nous abordons ici, cette distinction n’est
pas pertinente.

Nos machines sont déterministes : § est une fonction et non une relation. Pour I’heure, cela
nous suffit. Les machines non-déterministes seront introduites quand cela sera nécessaire.

La définition suivante donne la sémantique d’un calcul de la machine de Turing ot la bande est
vue comme deux mots finis dont la concaténation est le contenu significatif de la bande complété
éventuellement par un ou plusieurs blancs. Le second mot est non vide et la téte de lecture pointe
sur sa premiére lettre. La configuration est alors un triplet composé des deux mots et d’'un état.

Définition 2.1.2 1. Une configuration de la machine M = (Q, qo, %, d,{B,$}) est un triplet

v = (w,q,w') ot w,w € £* g € QU {accept, reject} et w' # e.

Etant donné wy € ¥*, la configuration initiale sur 'entrée (ou la donnée) wy est (¢, go, $wp).

3. Les configuration finales sont celles de la forme (w,q,w’) telles que q € {accept, reject}.

M peut faire un mouvement de (w,q,aw’) vers (w1, q1,w}), ce que l’on note (w,q,aw’) F
(w1, q1,w)) ssi on est dans l'un des cas suivants :

- w; =wb,w] =w'B sid(q,a) = (q1,b,—);

- w; = w,w] =bw sid(q,a) = (q1,b,1);

- w=we, w) = cbw’ sid(q,a) = (q1,b, ).

Les mouvements gauche et droit sont représentés dans la figure 2.1.

Définition 2.1.3 Un calcul d’une machine M sur un mot w est une suite de configurations

Y05 Viy - -

s Yns - - - telle que vo = (€,qo, Sw) et Vi > 0. v;—1 b 7,;. De plus, cette suite ne peut étre

finie que si elle s’achéve sur une configuration finale.

Exemple 2.1.1 Soit M la machine dont la fonction de transition est donnée par la table :

| 8 [ o | v [ B |
qo | 9o, $a — | 90, Oa — | 91, 07 - accept7 07 l
q1 ‘ q071a*> ‘ Q1717H a’ccept717~l«

On déroulera un calcul de la machine sur le mot d’entrée 0110.

Définition 2.1.4 Une machine de Turing & k rubans est un tuple (Q, g0, 2,0, { B, $}) ou
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Fi1c. 2.1 — Configurations et mouvements d’une machine de Turing

- @ est un ensemble fini d’états

- qo € Q est létat initial

— X est un ensemble fini de symboles

-B,%eXx

— Pour tout i < k, Qp,; est un sous-ensemble d’états qui permet l’écriture de B sur le ruban 1

~ & est une application de Q x ¥F dans (Q U {accept, reject}) x (¥ x {«, |, =} vérifiant
des contraintes similaires a celles d’une machine a un ruban.

La définition de configuration s’étend a k rubans : il suffit de considérer cette fois les k contenus
des rubans et les k positions des tétes de lecture. La configuration initiale ne contient de symboles
non blanc ou $ que sur le premier ruban. La définition de mots acceptés, rejetés, etc., s’étend.
Pour le calcul des fonctions, on distingue un ruban d’entrée contenant la donnée et un ruban de
sortie contenant le résultat.

Exemple 2.1.2 Nous donnons, sous la forme d’une table, la fonction de transition d’une machine
a deux rubans qui additionne deux nombres écrits en binaire de droite a gauche.

3,8 0,$ 1,8 B,$ 0,B 1,B B,B 0,0 0,1 1,0 1,1 B,0 B,1
qo0 q0 q0 q1 90 q0 q1
Q| 8, — 0, — 1,— B, — B,— B,— B, —
$ 1 8 1 8 | 8, — 0,— 1,— B, —
q2 q1 q1 q1 q1 q1 q1 q1 q1
| $— 8, 8, — 0, — 0, 1, — 1, B, — B, —
8, — 8,1 8,1 0, — 1,— 0, — 1, 0, — 1,
q2 q2 q2 q2 q2 q3 q2 q2
q2 0,— 1,— 0,— 0,— 1,— 0,— 0, — 1,—
B, B, 0,— 1,— 0,— 0,— B, — B,—
q2 q3 q2 qs3 g3 q3 q2 q3
q3 1,— 0, — 1,— 0, — 0, — 1,— 1,— 0,—
B, | B, 0,— 1,— 0, — 0,— B, — B, —

Nous anticipons les notions de complexité pour indiquer que la prise en compte de la complexité
spatiale nécessite de distinguer les entrées et les sorties des données de travail.

Définition 2.1.5 Une machine de Turing I/0 est une machine & k + 2 rubans dont le premier
ruban est appellé le ruban d’entrée et le dernier ruban est appelé le ruban de sortie qui vérifie :

— on n'écrit jamais' sur le ruban de lecture ;

— les transitions ne dépendent jamais du contenu du ruban d’écriture.

111 s’agit d’un abus de langage puisque une MT écrit toujours un symbole sur le ruban, lors de chaque transition.
Simplement on veut dire qu’elle écrit le symbole qu’elle vient de lire et que le contenu du ruban n’est jamais modifié.



De cette fagon, on peut avoir des machines de Turing travaillant avec une taille d’espace,
fonction logarithmique de la taille de l’entrée. Ceci sera formalisé bientot.

2.2 Programmer avec des machines de Turing (LW HILFE)

Les machines de Turing constituent un modéle de bas niveau. Cependant méme avec un modéle
de si bas niveau, il est possible de fabriquer rapidement un langage de programmation pour les
entiers.

Tout d’abord, chaque ruban correspondra & une variable entiére codée en binaire dont le bit
de poids le plus fort est situé & droite du $. Donc un mot infini sur le ruban représentant un entier
s’écrit $(0 + 1(0+ 1)*)B>

Afin d’obtenir un langage de programmation, il nous faut implémenter les instructions élé-
mentaires (copie, incrémentation, décrémentation) et les structures de contrdle : if, while et la
concaténation. Nous appelons ce langage LW HILE.

Pour les structures de controle, on suppose que I'on a déja traduit les blocs de la structure
par des machines de Turing toutes travaillant sur les mémes bandes. Chaque machine de Turing
lorsqu’elle se termine renvoie vrai si elle se termine dans I’état gy et faux dans ’état qy.

Nous nous bornerons & développer deux cas :

— D’instruction élémentaire x := x — 1 qui si £ = 0 renvoie vrai et sinon décrémente x et renvoie

faux.

— la boucle while MT; do MTs qui exécute la machine M7T5 tant que la machine MT} renvoie

vrai.

La machine de Turing correspondant & = := x — 1 commence par tester si z =0 :
3(qr,0) = (qv,0,1), (qr,1) = (gs, 1, —)
Dans le cas contraire, elle va au bout de I’entier :
Vo € {0,1} 8(gs, ) = (gs,x, =), 0(gs, B) = (qa, B, <)
Puis elle décrémente avec retenue :
6(qa, 1) = (¢e,0,),6(qa, 0) = (qa, 1, <)
Elle s’arréte a gauche ... :
Vo € {0,1} 8(qes @) = (qes ), (a0, $) = (a1, $,—)
Et repart & droite pour savoir s’il faut enlever le 0 de téte :
Va € {Oa 1} 6(qta 1) = (qNa 1, l)75(Qt7 0) = (qfw 0, _>)
Dans le cas d’une normalisation (nombre 01111...1), elle va au bout de l'entier :
vz € {0,1} d(qs, z) = (g5, z, —), (a5, B) = (43, B, <)
Puis recopie les 1 sur sa droite :
5(q¢/17 1) = (CIb Bv <_)
6((117 0) = (Qh 1, (_)75((117 1) = (Qh 1, (_)75((11) $> = (QN7 $a (_)
La machine de Turing implémentant le while fonctionne ainsi.
— Elle inclut des copies des machines MT; et MT5 de telle fagon que les ensembles d’états
soient disjoints.
— Son état initial est ’état initial de MT7.
— Les transitions vers qy de MT; sont redirigées vers 1’état initial de MT5.
— Les transitions vers qy, gy de MT5 sont redirigées vers 1’état initial de MT3.
Ainsi il est maintenant immeédiat d’effectuer une addition, une mutiplication, etc, uniquement
& partir de décrémentations et d’incrémentations. Ce court développement est une illustration de
la thése de Church.

2.3 Fonctions calculables, langages décidables, complexité de
calcul

Sila machine M s’arréte sur la donnée z, soit (wy, g, w2) la configuration finale (¢ € {accept, reject}).
On note M (x) le mot obtenu en retirant a wyws le $ de téte et les blancs de fin de mot. Si M ne



s’arréte pas sur la donnée z, par convention, M(x) =L.

Définition 2.3.1 Si f est une application de D C (X \ {B,$})* dans ¥*, M calcule f si, pour
tout w € D, M(w) = f(w). Si une telle machine de Turing existe, f est dite calculable.

Observons qu’une telle machine de Turing s’arréte toujours (au moins pour les entrées licites).
La notion de fonction calculable s’étend aux entiers. Les entiers sont codés en base 2 par des
mots de 0+ 1(0 + 1)*; on note 7 le codage de n € N. Une fonction f de N dans N est calculable
si la fonction qui, pour tout n dans le domaine de définition de f, associe & @ le mot f(n) est
calculable.
Pour les fonctions & deux arguments (de ¥* x ¥* dans X*), on se raméne aux fonctions de
(X W{#})* dans (X W {#})*, définies seulement pour les mots w#w’.

Proposition 2.3.1 Quand on représente les entiers naturels par des mots du langage 04+1(0+1)*,
les fonctions arithmétiques suivantes sont calculables :

- (n,m)—n+m;

- (n,m)—nxm;

— (n,m) — n™ (fonction non définie pour n =m =0).

Preuve
La preuve est immédiate d’apreés la construction de notre mini-langage de programmation.

c.q.f.d. GO0

Définition 2.3.2 Soit un langage L C (X \ {B,$})* et une MT M.

— M décide L si, pour tout w € (X \ {B})*, il existe un (unique) calcul de M de la forme
Yob -y b partant de vo = (€, qo, $w) et, terminant en vy, = (w1, accept, wy) st w € L
et v, = (w1, reject, wy) st w ¢ L, ceci pour certains n, wy, et wa.

— M accepte L si, pour tout mot w € (X \ {B})*, ou bien w € L et il existe un calcul de M
partant de o et s’arrétant sur une configuration accept, ou bien w ¢ L et soit M s’arréte
en échec, soit M ne s’arréte pas sur w.

— L est récursif s’il existe une MT qui décide L.

— L est récursivement énumérable s’il existe une MT qui accepte L.

— L est co-récursivement énumérable si son complémentaire est récursivement énumérable.

On notera L(M) ’ensemble des mots acceptés par une machine M.
Remarques
1. L récursif ssi la fonction caractéristique de L est calculable

2. Si L est récursif, alors L est récursivement énumérable.

Théoréme 2.3.2 Il existe des langages non récursivement énumérables

Preuve

On peut utiliser un argument de cardinalité. Mais aussi un langage explicite : w; est une énumé-
ration des mots, M; une énumération des machines de Turing (ces ensembles étant dénombrables,
on admet ici connue une numeérotation), L = {w; | w; ¢ L(M;)} n’est pas r.e. En effet, s’il existait
une machine M7, telle que, w € L ssi M, s’arréte sur w avec succeés, alors soit M; = My, :

w; ¢ L(M7) Sw; € Lsw; € L(Mz)
Ce qui est absurde.
c.q.f.d. OO0

Proposition 2.3.3 Si f: (X\ {B,$})* — (X\ {B,$})" est calculable, alors :

1. Pour toute fonction g calculable, g o f est calculable.



2. Si L est récursif, alors f~1(L) est récursif.

3. Si L est récursivement énumérable, alors f~1(L) est récursivement énumérable.

Preuve
Soient My = (Q¢,qo,f,%,0f,{B,3$}) une machine qui calcule f et My, = (Qq,qo,4, %, 04, {B,3$})
qui calcule g (resp. décide L, resp. accepte L). On exhibe une machine Mg,; qui calcule g o f
comme suit :
— Qgor = QyWQ rwW{qgs} contient tous les états de My, de My, ainsi qu’un état supplémentaire
g+
— T’état initial o gof ] qo,s est hérité de My ;
— la fonction de transition d,0y combine d; et 6, comme suit :
- siq€Qy et 6;(q,a) = (¢',b,d) avec ¢’ € Qy, alors Ggof(q,a) = (¢',b,d);
- sige Qg et df(qg,a) =(q,b,d) avec ¢’ € {accept,reject}, alors d,0r(q, a) = (qy,b,d);
—sia 7é $a alors 5g°f(Q+7a) = (Q+7a’ <_);
— si 0,(q0.4,%) = (q,b,d), alors §(q4,$) = (q,b,d);
si g€ Qg etdgg,a)=(q,b,d), alors (Sgof(q(7 a) = (¢, b, d).
Siw e (E \ {B,$})*, alors, par hypothése, M s’arréte aprés n,, étapes et M;(w) = f(w). La
machine My arrive aprés n,, étapes dans une configuration (w1, ¢;, w2) telle que wy - wy = f(w).
Aprés au plus |My(w)| étapes, la machine My, s est dans la configuration initiale de M, sur f(w).

c.q.f.d. OO0

Théoréme 2.3.4 Un langage est récursif ssi il est récursivement énumérable et co-récursivement
énumeérable.

Preuve

Si un langage est récursif, alors son complémentaire ’est aussi. Un sens de 'implication est donc
immeédiat. Si maintenant L est récursivement énumeérable et co-récursivement énumeérable, soient
M7y, et My, les machines qui acceptent respectivement L et L. On construit alors une machine M
a deux rubans, qui commence par recopier sa donnée sur le second ruban, puis effectue alternati-
vement un mouvement de M, sur le premier ruban et un mouvement de M/, sur le second ruban.
Dés que 'une des machines va entrer dans accept, la machine M s’arréte : en accept si c’est M,
qui a accepté, et en reject si c’est Mj qui a accepté. On définit symétriquement les transitions
lorsque 1'une des machines M, ou M, est sur le point de rejeter.

Pour toute entrée w, ou bien w € L et My, s’arréte en accept (et My, ou bien ne s’arréte pas
ou bien s’arréte en reject). Dans ce cas, M s’arréte, ou bien quand M va accepter ou bien quand
M, va rejeter. Dans les deux cas M accepte w.

Ou bien w ¢ L et dans ce cas M, s’arréte en accept sur w (et My, pu bien ne s’arréte pas, ou
bien s’arréte en reject). Dans ce cas, comme ci-dessus, M s’arréte en reject.

Donc, sur toute entrée w, M s’arréte. De plus w € L ssi M accepte w.

c.q.f.d. OO0

Définition 2.3.3 Le temps de calcul d’une machine de Turing a k rubans sur la donnée w est le
nombre de mouvements de la machine de Turing depuis la configuration initiale (€, qo, Sw) jusqu’a
Uarrét de la machine. On dit que « M calcule en temps f(n) » si, pour toute donnée w de taille
(nombre de symboles) inférieure ou égale a n, le temps de calcul de M sur w est inférieur ou égal
a f(n).

L’espace de calcul d’une machine de Turing I/0 sur la donnée w est la longueur mazimale d’un
mot (privé de ses blancs finauz) inscrit sur les rubans de travail au cours du calcul de la machine
sur w. On dit que « M calcule en espace f(n) » si, pour toute donnée w de taille inférieure ou
égale a n, lespace de calcul de M sur w est inférieur ou égal a f(n).

On peut alors définir les classes de complexité :



Définition 2.3.4 Sile langage L (resp. la fonction f) est décidé (resp. calculée) par une machine
de Turing a k rubans en temps g(n), on dit que L € Time(g(n)) (resp. f € Time(g(n))).

Si le langage L (resp. la fonction f) est décidé (resp. calculée) par une machine de Turing I/0
en espace g(n) on dit que L € Space(g(n)) (resp. f € Space(g(n))).

2.4 Equivalence de types de machines

Il y en a beaucoup. Par exemple :

Théoréme 2.4.1 Pour toute machine de Turing M, on peut construire une machine de Turing
M’ qui n’a que deux états et telle que L(M) = L(M’")

Preuve

L’idée est la suivante : on suppose les états de M totalement ordonnés : soient g1, ..., q, ces états.
A une configuration a; - - - ap, ¢i, @ny1 - - - @ de M correspond une configuration

(qo, a1, <) -+ (qo; ans ) Qo(qiy Ant1, @) (G0, Anya, B>) - ot a € {<g, >a, <y, >4}

Une transition ¢;,a — ¢;,a’, — correspond par exemple aux transitions :

Q07(Qi7(1704) = Q17(qj715a/a<d)7_>
le(qkabab) = Ql(qk-‘rlabv I>i)a(_
le(qkabv I>i) = Ql(qk-‘rlabv I>i)a(_
Qla(qlwbv <]d) = Ql(qk—lvba <]d);4) Sik > 1
le(q()abv <]d) = QOv(q07b7<])7_>
Une transition g;,a — ¢;,a’, < correspond aux transitions :
Q07(qi7aaa> Qla(qj—laa/abd%(i

=
Q1,(qr, b, <) = Qi(qr41,b, <), —
Q1 (qr,0, <) = Qi(qry1,b, <), —
Q1, (g, b,>a) — Qi(qr-1,b,>q),«— Sik>1
Q1,(q0,0,>4) +— Qo,(qo,b,>>),

Expliquons comment fonctionne la machine lorsqu’elle va par exemple & droite. Elle remplace
sur le caractére courant ¢; par g;_; puis par une suite d’aller-retour « décrémente » g; sur le
caractére courant et « incrémente » qg sur le caractére suivant. Elle termine lorsque le caractére
courant porte gp. Voici un exemple de déroulement avec la transition ¢s,a — ¢2,a’, — :

Qo(gs, a,@)(qo, b, >)
(q1,0',<a)Q1(qo, b, >)
Q1(q1,0a’,<a)(q1, b, ;)
(q0,a", <a)Q1(q1,b, ;)
Q1(qo0,a’, <a) (g2, b, ;)
(qo,a’, <)Qo(q2,b,>;)

11 faut en plus une phase d’initialisation (qui n’utilise que Qo) et considérer les blancs comme
(go, B,1>) dans les transitions ci-dessus.

Au total on utilisera un alphabet &' =X W QW {go} x X x {Q, >, <g, >q, <i, >}

c.q.f.d. OO0

Théoréme 2.4.2 Si M est une machine de Turing & k rubans calculant en temps f(n) > n,
alors il existe une machine de Turing M’ & 1 ruban, calculant en temps O(f(n)?) et telle que
M(z) = M'(z) pour tout x.

Preuve
Voir le TD

c.q.f.d. OO0



Corollaire 2.4.3 Les fonctions calculables (resp. les langages r.é.) pour une machine a k rubans
sont les mémes que pour une machine a un ruban.

2.5 Machine de Turing universelle et probléme de ’arrét

On peut construire une MT wuniverselle U qui, étant donné <M,w> exécute M sur w :
U(<M,w>) = M(w). Le codage <M, w> est défini par :

- <M, w>=<M>; <w>

- <(Q,q0,%,0,{B,8$})> = <Q>ds<X>ds<d>f5

1+ [log, Q]

— <@>= 0---0 :ily aautant de zéros que dans ’écriture en binaire du nombre d’éléments
de Q. On suppose les états codés par des entiers 1,...,|Q| et go = 1, avec des 0 devant de
fagon & avoir tous méme longueur.

[log, |X]]

— <¥>= 0---0 : on suppose que B et $ correspondent aux entiers 1 et 10 en binaire. Tous
les symboles de X sont représentés par des entiers en binaire, complétés le cas échéant par
des 0 & gauche, de maniére & ce qu’ils aient tous méme longueur.

— <0> est codé comme suit : c’est une séquence de régles écrites sous la forme c(q), c(a) —
¢(q), c(b), m; ou le codage des états et symboles est par leur représentation binaire

- <aw> = cla)<w>.

Le codage <M, w> peut aussi n’utiliser qu’un alphabet de deux symboles : il suffit de recoder

I’ensemble des symboles utilisés en binaire, ce que nous ne faisons pas pour des raisons de lisibilité.

Théoréme 2.5.1 Le langage universel Ly = {<M,w> | w € L(M)} est récursivement énumé-
rable.

Preuve
On utilise deux rubans sans perdre de généralité d’aprés le théoréme 2.4.2.

On utilisera ’alphabet Xy = {01 0" 1" ; , ds ds fs — — | — B $}. On peut sans difficulté
ramener cet alphabet & 2 symboles (en plus de B et $) comme vu en exercice.

La machine universelle commence par écrire la configuration initiale sur le deuxiéme ruban.
Puis, si v — s 7/, alors on peut passer du codage de v au codage de 7/ (sur le deuxiéme ruban)
par M’. Quand M accepte, M’ aussi.

Pour la deuxiéme phase (simulation des mouvements de M), on procéde comme suit :

1. Se placer au début de la premiére transition sur le premier ruban et au début de ’état sur
le second ruban.

2. On progresse simultanément sur les deux rubans tant que les symboles sont identiques, tout
en marquant les symboles du second ruban.

3. En cas d’échec (mismatch), on progresse jusqu'au début de la transition suivante sur le
premier ruban et, sur le deuxiéme, on revient au début du code de I’état (en démarquant)

4. En cas de succeés, on passe & la lecture des symboles, d’'une part sur le premier ruban et
d’autre part sur le second. En cas d’échec, on procéde comme pour les échecs sur les états.
En cas de succés (on arrive dans une phase de reconnaissance au symbole —), passer a I’étape
suivante

5. Si le résultat de la transition de M est —,a’,q’, on remplace simplement ,q,a par da’, ¢,
(i.e. on se place juste avant le début de I’état puis on recopie la fin de la transition). Il faut
ensuite remplacer éventuellement le symbole blanc qui suit 1’état par son code.

6. Si le résultat de la transition de M est <, a’,¢’, c’est un peu plus délicat, puisqu’il faut
translater le symbole précédant ,q, de |[<@Q>| + 2 vers la droite ; on utilise ici que les codes
des états ont tous méme longueur.

c.q.f.d. OO0
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En termes moins techniques, une machine de Turing universelle est un interpréteur de ma-
chine de Turing et pourrait étre obtenue en la programmant dans un langage quelconque puis
« compilée » en machine de Turing.

Remarquons que les codages sont calculables. Par exemple :

Lemme 2.5.2 La fonction qui ¢ <M> associe <M, <M >> est calculable.

Preuve
En effet, il suffit de recoder <M > une deuxiéme fois en utilisant les codages des symboles 0 et 1.
Preuve

Théoréme 2.5.3 Ly n'est pas co-récursivement énumeérable (et donc pas récursif).

Preuve

Ly = {<M,w> | w ¢ L(M)}. Si ce langage était r.¢, soit My une machine de Turing telle que
L(My) = Ly. On construit alors une machine de Turing D telle que L(D) = {<M> | <M> ¢
L(M)} : sur la donnée <M >, D simplement recopie le code de M pour obtenir <M, <M >> puis
applique My . Mais alors,

<D> € L(D) <= <D> ¢ L(D)
Ce qui est absurde.

c.q.f.d. OO0

Le probléme de I'arrét dont 'intérét pratique est évident est malheureusement indécidable.

Théoréme 2.5.4 Lot = {<M, x> | M(x) #£L} est récursivement énumérable et pas co-récursivement
énumérable (donc indécidable).

Preuve

Tout d’abord, L 4.t est récursivement énumérable : considérons la machine M 4,...; qui, étant donné
<M, x>, simule la machine universelle et, quand celle-ci est sur le point d’accepter ou de rejeter,
accepte. M grret accepte Lgrret.

Si Lgrret €tait co-récursivement énumérable, soit M,...; une machine qui accepte Lgme:. On
construit alors la machine H qui accepte {<M> | M(<M>) =1} comme suit : H commence
par dupliquer <M >, écrivant <M, <M >>, puis applique Mg ret. Si Myt €st sur le point de
s’arréter en reject, H entre dans un état spécial, ou H se déplace indéfiniment vers la droite sans
rien faire (et donc ne s’arréte pas).

<H> € L(H) si et seulement si H(<H>) =1. Mais, comme H ne rejette aucun mot, H(z) =1
si et seulement si @ ¢ L(H). Donc H(<H>) =1 si et seulement si <H> ¢ L(H). Absurde. Il
n’existe donc aucune machine de Turing qui accepte L gpret-

c.q.f.d. GO0
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Chapitre 3

Réductions :
quelques problémes indécidables

3.1 Réductions

D’une maniére générale, on posera les problémes de la fagon suivante :
Donnée : D e S
Question : Q

ou S est un ensemble récursif et @ C S. Il s’agit d’une fagon d’écrire 'ensemble {D € S | Q}
ou @ est cette fois vu comme un prédicat. On se passe le plus souvent de parler du codage de la
donnée. Par exemple, on écrit

Donnée : M,w ot M est une machine de Turing et w € {0,1}*
Question : M s’arréte-t-elle sur w?
est indécidable.

Cet énoncé est une fagon de dire que {<M,w> | M(w) #L} n’est pas récursif.
Pour montrer qu'un probléme, donné sous cette forme, est indécidable, on procéde souvent par
réduction d’un probléme connu pour étre indécidable : Si P; est le probléme

Donnée : D € S,

Question : ()

est indécidable, et P; est le probléme
Donnée : Dy € Sy

Question : Q-

Pour prouver que P, est indécidable, il suffit d’exhiber une fonction récursive f : S; — Sy telle
que, pour toute donnée Dy € Sy, D1 € Q1 < f(D;) € Q2. Voici un premier exemple.

Proposition 3.1.1 (L’arrét universel) Le probléme suivant est indécidable :

Donnée : une machine de Turing M

Question : M s’arréte-t-elle sur toutes les données ?

Preuve

On réduit le probléme de l'arrét : on considére la fonction f qui & <M, x> associe <M, > ou M,
est la machine qui écrit « puis simule M sur z (sans tenir compte de 'entrée). f est une fonction

calculable : il suffit en effet d’ajouter |z|+2 états & M, qui permettent d’effacer le ruban et d’écrire
x. De plus, M, s’arréte sur toute entrée si et seulement si M s’arréte sur x.

c.q.f.d. OO0
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3.2 Théoréme de Rice

Théoréme 3.2.1 Si P est une propriété non triviale des langages récursivement énumérables,
alors P est indécidable.

Nous donnons ci-dessus 1’énoncé «classique», mais en voici une version plus précise :
Pour tout ensemble P de (codes de) machines de Turing tel que :
1. pour toutes machines M, M’ si <M> € P et L(M) = L(M') alors <M'> € P
2. on peut exhiber des machines M, M telles que <M;> € P et <My> ¢ P
alors le probléme suivant est indécidable :
Donnée : <M>
Question : <M>ecP?

Preuve
Pour prouver ce résultat, nous utiliserons une réduction du probléme de ’arrét, un type de réduc-
tion qui sera trés fréquemment utilisé par la suite.

Soit P un sous-ensemble non-trivial des langages récursivement énumérables. P est récursif ssi
P est récursif. Notons My une machine dont le langage est vide.

En passant au complémentaire si nécessaire, on peut supposer sans perte de généralité que
<Mpy> ¢ P. D’aprés nos hypothéses, il existe une machine My t.q <My> € P. On note L =
L(Myp) # 0.

On réduit le probléme de I’arrét au probléme de I’appartenance & P en construisant, & partir de
la donnée <M, x> du probléme de I'arrét, une donnée <M< ps .~ > du probléme de I’appartenance
a P, telle que <M ps.>> € P ssi M s’arréte sur x.

Etant donnée une entrée y, M.~ simule I'exécution de M sur x puis en cas de succés
simule I’exécution de My, sur y. On observe que L(Mcpr ) € {L,0} et que <My 5> € P ssi
M s’arréte sur x.

c.q.f.d. OO0

Les applications du théoréme de Rice sont nombreuses. En voici quelques unes :
— Soit un mot w fixé, la question w € L(M) est indécidable.
En particulier la question e € L(M) est indécidable.

— La question L(M) = () est indécidable.

— La question L(M) est fini est indécidable.

— La question L(M) est un langage régulier est indécidable.
Montrons a I'aide du théoréme de Rice, que la question «M s’arréte-t-elle sur le mot vide 7» est
indécidable. Si c’était le cas alors on saurait décider le probléme si € € L(M). En effet, on répond
d’abord a la question «M s’arréte-t-elle sur le mot vide ?». Si M ne s’arréte pas, alors ¢ ¢ L(M).
Sinon on exécute la machine M sur le mot vide pour avoir la réponse.

3.3 Probléme de pavages

Le probléme de pavage de N x N (les définitions sont semblables pour d’autres sous-ensembles
de Z x 7Z) est défini par :

Donnée : un ensemble fini T = {to,...,tx} de tuiles dont ty est une tuile distinguée et deux
sous-ensembles H,V de T x T. (Les relations de compatibilité horizontale et verticale).

Question : existe-t-il une fonction de pavage f : N x N — T telle que f(1,1) = ¢ et, pour tout
i,j €N, (f(i,9), f(i+1,5)) € H, (f(i,7), f(i,5+1)) € V.

Théoréme 3.3.1 Le probléeme de savoir, étant donnés T, ty,V,H si N x N est pavable, est indé-
cidable.

13



Preuve
On réduit le probléme de l’arrét d’une machine sur le mot vide. Soit M une machine.

On choisit pour T'= (XU Q)*NX*(Q + €)X* (autrement dit, les mots de longueur 4 contenant
au plus un symbole de Q).

H = {(atc, teb) | ate,teb € Tya,e,b,t € XU Q,¢c = B = b= B}

V= { (aqafB, adqp) |afeX,ac, qe,dlqga)=(¢ad,—) }
U { (agq, aa') laeX¥? d e€X, qeq,di(qga)=(¢,d,—) }
u { (aa, da) |aeX? qgeQ,d(g,a) = (¢ a,—) }
U { (bga, qba’) la,b €%, g €Q, d(g,a) = (¢,a', ) }
U { (gaB, ba'B) |p€X, a,beX, qeQ,d(qa)=(¢,d,«) }
U { (Ba, Bq) | Be¥? a€, d(g,a)=(d,d,+) }
U { (aqaB, add'B) |afeX,ac, qeQ,d(qa)=(¢,d,]) }
U { (ag, aq) lae¥? qeQ,d(ga)=(dd,]) }
U { (¢ a) | e X3 }

Enfin, on demande que le pavage satisfasse f(1,1) = ¢o$B.

Un pavage des n premiéres lignes horizontales du quart de plan supérieur correspond alors &
une succession de n configurations de la machine de Turing, & partir de la configuration initiale.
Plus précisément, si 'on ne retient que la premiére lettre de chaque tuile de la ligne n, on obtient
la n®™¢ configuration de M.

On montre ce résultat par récurrence sur n :

— pour n = 1, la premiére ligne contient la configuration initiale; f(1,1) = ¢o$B et donc
f(1,2) = $BB et pour m > 3, f(1,m) = BBB.

— Si la suite des premiéres lettres des tuiles de la ligne n est une configuration v = wigaws, de
la machine de Turing, alors la suite des premiére lettres des tuiles de la ligne n + 1 est la
configuration suivante de la machine : soit m la position de g dans . Supposons d’abord que
m > 1. Pour m—1 > p > max(1,m—2), f(n,p) = w)bgaw} ot wib est le suffixe de longueur
m — p de wy et w) est le préfixe de longueur p + 2 — m de wy, éventuellement complété de
blancs.
f(n+1,p) est alors donné par :

- wllqba/wé si 5((],@) = (q/a a/a H)a

B w'lbqa’wé si 6((]70’) = (q/7 a/7 l)a

o wllba/qlwé si 5((]7 a’) = (qlv alv _))

On conclut, grace aux compatibilités verticales. Par exemple, p > m + 2, alors f(n,p) € X4
et f(n+ 1,p) = f(n,p). En effet, les seules tuiles verticales compatibles sont (o, «) et
(ab, aq’) (avec 0(q,a) = (¢’,a’,«<)). Mais on montre que ce dernier cas n’est pas possible
en considérant f(n,p + 1) : comme p > m + 1, f(n,p+ 1) € * et donc, par compatibilité
verticale, f(n+ 1,p+1) € 3* UQ - X3. Si l'on avait f(n + 1,p) = ag’, on aurait une tuile
horizontale de la forme (aq’, 8¢") ou (aq’, 3), ce qui n’est pas le cas.

De méme, pour p < m—3, f(n+1,p) = f(n,p). Restent lescasp=m—3,p=m,p=m+1
pour lesquels on montre par compatibilités horizontale et verticale que ’on obtient les lettres
voulues.

Enfin, si m = 1, le seul mouvement possible est & droite et la seule tuile verticale possible
impose f(n + 1,1) = $¢'w’ si 6(¢,8) = (¢/,$,—). Puis, pour p > 2, f(n+1,p) = f(n,p)
comme ci-dessus et f(n + 1,2) = ¢’w’b par compatibilités verticale et horizontale.

c.q.f.d. OO0

Nous énongons sans preuve (car elle est trés difficile) I'indécidabilité du probléme sans tuile
distinguée.

Théoréme 3.3.2 Le probléeme de savoir, étant donnés T, V, H si Z.X 7. est pavable, est indécidable.
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Preuve
La preuve peut étre consultée dans [3] (appendix A).

c.q.f.d. OO0

A partir de ce résultat, on peut aussi déduire un résultat sur N x N. Au préalable, nous
introduisons le lemme de Konig qu’on retrouve dans de nombreuses preuves.

Lemme 3.3.3 (Lemme de Koenig) Soit A un arbre de degré fini (i.e. tout noeud admet un
nombre fini de successeurs) et comportant un nombre de noeuds infini; alors A admet une branche
infinie.

Preuve

Nous exhibons la branche infinie de la maniére suivante. Partant de la racine, on choisit 'un des
successeurs de celle-ci dont le sous-arbre a un nombre infini de noeuds. Il en existe au moins un car
le nombre de successeurs est fini. En itérant ce procédé au niveau de chaque nouveau sous-arbre
choisi, on construit la branche infinie.

c.q.f.d. GO0

Théoréme 3.3.4 Le probleme de savoir, étant donnés T, V, H si NxN est pavable, est indécidable.

Preuve

Nous affirmons que l’existence d’un pavage dans N x N est équivalent a I’existence d’un pavage
dans Z x Z. Si on dispose d’un pavage dans Z x Z alors par troncature on obtient un pavage de
N x N.

Supposons qu’on dispose d’un pavage de N x N. On construit un arbre de pavages finis. La
racine est 'unique pavage de la surface vide. A une hauteur i, se trouvent les différents pavages
du carré [—i, 1] x [—i,1]. Un pavage de [—i — 1,7+ 1] x [-=¢ — 1,7+ 1] a pour pére I'unique pavage de
[—1,4] x [—1, ] dont il est ’extension. En raison de I’existence du pavage de N x N, il y a des noeuds
a toutes les hauteurs. Le lemme de Konig assure ’existence d’une séquence infinie de pavages
{P;}ien. U;en Ps est le pavage recherché.

c.q.f.d. OO0

3.4 Probléme de correspondance de Post

Le probléme de correspondance de Post (PCP) :

Donnée : Deux suites de mots finies (u1,...,u,) et (v1,...,v,) de méme longueur
Question : existe-t-il un entier £ > 0 et une suite d’indices i1, ..., tels que
ull-"ulk :vlll-'vlk

Par exemple, soient (u;, v;);=

1,...,4 donnés par

ift ]2 |3 ][4

u; |la |b | cal abc
v; |ablcal|la |c
Cette instance de PCP a une solution (12314).
Une variante de ce probléme est le PCP contraint :
Donnée : Deux suites de mots finies (u1,...,u,) et (v1,...,v,) de méme longueur
Question : existe-t-il un entier k£ > 0 et une suite d’indices i; = 1,...,4; tels que

uil...uik :Uil"'vik
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Théoréme 3.4.1 Le PCP contraint est indécidable.

Preuve
On réduit le probléme de ’arrét sur le mot vide. Soit A/ une machine de Turing. On note gy le
seul état d’arrét de M. Les paires de mots de PCP contraint sont :

mots v; (dans l'ordre) mots u; correspondant

1. < <1q0$*

2. a a pour a € X

3. qa a'q Sid(g,a)=4q,a,—
4. agb q ab si 6(q,b) = ¢, b,
5 qa qa si 6(q,a) =¢,d,

6. qx aq'* sid(q,B)=¢,a,—
7. bgx q'ba’x si0(q,B)=¢,a',—
8. qx q'ax sidé(qg,B)=¢',d, ]
9. *

10. gya aqy

11, gpx Qe

12, agex Qe*

13. $g. x> >

Expliquons le principe de la réduction. A I'aide des correspondances de 1 & 10 on ne peut fabriquer
(sans blocage ultérieur) qu’une paire de phrases u = u;, ... u;, et v =v;, ... v;,
Montrons que PCP contraint a une solution ssi M s’arréte sur le mot vide :

Si M s’arréte sur le mot vide Soit 51 = qo$ - --- F wrqrw) = s le calcul de M sur le mot
vide (les blancs en fin de ruban n’apparaissent pas dans les configurations). Pour tout ¢ < k,
Siy Si+1 sont de I'une des formes suivantes :

- 8; = tiqaw; et s;41 = t;a’q'w; avec §(q,a) =¢',a',—

- 8; = t;aqbw; et s;y1 = t;q'abw; avec §(q,b) = ¢, b, —

- 8; = tyqaw; et s;41 = t;¢'a’w; avec §(q,a) =¢',a’, |

— L’un des cas ci-dessus en retirant la partie a droite de ¢ (téte de lecture a droite du
ruban)...

Dans chaque cas, on remarque que s;* peut s’écrire comme la concaténation v,,, - - Uy,

et s;y1% s’écrit comme la concaténation u, - - - Uy,,. Par exemple, dans le premier cas :

On utilise |t;| fois la correspondance 2, puis une fois la correspondance 3, puis |w;| fois la

correspondance 2, puis la correspondance 9.

On obtient alors une solution de PCP contraint comme suit :

1 2*3...
Qqodwx  s1x cee Spx WRAQFWiH -+ Wpek Wp_1gex -+ D>
< S0% S SEo1X WRQPAWRX ccc WpQpx Wpo1agex o $ge x D>

Réciproquement, si PCP contraint a une solution Alors montrons que M s’arréte sur le
mot vide. Soit w;, - - - u;,, = v;, ---v;,, . On montre, par récurrence sur k qu'il existe un p, et
des mots t,t’ tels que u;, -+ u;, = IS * -+ Sp *t, vy -V, = <IS1 k- -+ Sp_1 xt et ou bien
sp est une configuration finale de la machine, ou bien
— t’ est un préfixe de s, et ¢ est un préfixe de s,41
— Si ¢/ ne contient pas de symbole d’état et ne se termine pas par *, alors ¢’ = ¢, sinon

t' st
Pour k = 1, u;;, = u1 = <qoSwx et v;; = v1 = <. On a bien, pour p = 1, u;;, = <s1%,
t=t'=e
Si la propriété est vraie pour k, considérons la paire suivante u;,  ,,v;,,,- Si s, était déja

. o C e . YR B

une configuration finale, il n’y a rien a faire. Sinon, s, = ¢’ - ¢, et sp41 = t - ;. De plus,
comme on a une solution de PCP contraint, v;, ,, est un préfixe de ¢, x tu;, . Considérons
successivement tous les v;, , possibles :
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1 : impossible car <1 n’apparait pas dans t; *tug,

— 2 : dans ce cas, t;, = v, ,,t, et on a la propriété voulue

- 3,4,5: 1, =uv;,,,t,, ! ne contient pas de symbole d’état, et donc t =’ et t' - v, Fu

- 6, 7, 8 : comme t;, ne contient pas %, t,x = v;,,. Donc s,x =t -v;, . De plus, t =1’ et
t-ui,, = Sp41%. 1l suffit alors de choisir des mots vides pour les nouveaux ¢,/

-9: t;, est vide et il suffit de choisir des mots vides pour les nouveaux ¢, t’

— 10, 11 : état final a été atteint.

— 12 : impossible pour des raisons identiques a 9.

— 13 : ¢’ doit étre vide puisque v;,_, est un préfixe de t; * tug, - De plus, on doit avoir

t; = $q., ce qui n’est pas possible. Ce cas n’a pas lieu

c.q.f.d. GO0

Théoréme 3.4.2 Le PCP est indécidable.

Preuve
On réduit PCP contraint & PCP comme suit, en supposant (sans perte de généralité) qu’il n'y a
pas de paire (¢, €).

Si (ug,...,un), (v1,...,v,) est une instance de PCP contraint, on considére un alphabet aug-
menté des lettres o, > < et l'instance de PCP : (<ug,uy, ..., U,,o>), (o071, 01,...,0,,>) ol
E=¢c=ceta -w=eaW et a-w = aow.

Si PCP contraint a une solution w;, -+ -u;, = v, -+ v;, , alors <\, - - u;,_ o> = <lev;, -+ v; >
est une solution de PCP.

Réciproquement, si PCP admet une solution, notons (u, ..., u;,,u;, 1) et (vj,..., v, ) l'ins-
tance du probléme : il existe une suite d’indices telle que u} ---w; =vj ---v; . Notons que, pour
tout 4, u; = € ou bien u; commence par e, ou bien 7 = 1. Si uj = ¢, alors soit k le plus petit indice
tel que u;k # €. Par hypothése et par construction, vgl # € et sa premiére lettre est a ¢ {e, <1}. A
Iinverse, la premiére lettre de u;, est dans {e,<1}. Ce qui est absurde. Il en résulte que u} # e.
Dans ce cas, la premiére lettre de u;, est dans {e, </} et donc aussi la premiére lettre du premier
v;, non vide. Ce n’est possible que si ¢; = 1 et cette premiére lettre est <.

Soit maintenant ¢ le morphisme défini sur (X U {e, <1, >})* par ¢(e) = ¢(<1) = ¢(>) = € et
¢(a) = a sinon. On montre, par récurrence sur k que ¢(u; ---uj ) = u1-u, - - - U;, et vy, - v;,) =
V1 - Vi, - V4, 81 1 < k < m. Il en résulte que, si PCP a une solution, alors PCP contraint aussi,
en prenant 'image par ¢.

c.q.f.d. OO

Si tous les mots apparaissant dans les paires sont différents de ¢ alors on peut supprimer le
symbole <1 de la premiére paire. C’est le cas du PCP contraint obtenu par la réduction du probléme
de ’arrét. Par contre, il est indispensable si cette contrainte n’est pas vérifiée ainsi que le montre
I’exemple suivant.

u; = b,v1 = ab,us = a,vy =€

Il n’existe pas de solution au probleme contraint et le PCP obtenu admet la solution suivante :
u = (ea)(eb)(er>) et v = ()(easbe)(r>)
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Chapitre 4

Fonctions récursives

4.1 Introduction

L’objectif de cette partie est d’examiner un autre modéle de calcul que les machines de Turing
et de montrer qu'’il a le méme pouvoir expressif que les machines de Turing (donc d’apporter un
témoin a la thése de Church). L’intérét de ce modéle est double. D’une part il est fonctionnel et
correspond & une autre approche de la programmation. D’autre part il est structurel (fonctions de
base et constructeurs) ; ceci permet a la fois des preuves par induction sur la structure et d’autre
part d’introduire des sous-classes de fonctions a terminaison garantie.

4.2 Fonctions récursives primitives

f designera une fonction de N* dans N. Les fonctions totales sont aussi des applications.
f(n1,...,nE) =L si f n’est pas définie en nq,...,nk.

Les fonctions initiales sont

— les projections P{ : N* — N. Pi(nq,...,ng) = n;;

— le successeur S(n) =n+1;

— la fonction nulle Z(n) =0;

— la fonction constante 0 (a 0 arguments).

Un ensemble d’applications F' est fermé par composition si, pour toutes fonctions £ : N — N
et ¥1,...,%, : N — N| la fonction ¢ : N* — N définie par ¢(7) = £(¢¥1(7), . .., ¥m (7)) est dans
F'. On note Comp,,(§,%1,...,1%m) la fonction ¢ ainsi obtenue.

Un ensemble d’applications F' est fermé par récursion primitive si, pour toutes fonctions &, €
F, la fonction ¢ définie par récurrence par :

o) &) sim =0,
qs(mﬂ){zﬁ(gb(m—l,ﬁ),m—l,ﬁ) sim>0

est dans F'. On note Prim(&, 1) la fonction ¢ ainsi obtenue.

Définition 4.2.1 L’ensemble des fonctions récursives primitives est le plus petit ensemble conte-
nant les fonctions initiales, clos par composition et récursion primitive.

Toutes les fonctions récursives primitives s’obtiennent ainsi a partir de fonctions de base et des
opérations Prim et Comp,,.

Exemple 4.2.1 Montrons que les opérations arithmétiques sont primitives récursives.

— La décrémentation dans les entiers naturels est primitive récursive :
n——=25in=0 Alors 0 Sinon n — 1 Finsi

18



— La soustraction dans les entiers naturels est primitive récursive :
m—n=.58in=0 Alors m Sinon (m— (n—1)) — — Finsi

— L’addition « f(n,m) = n+m » est primitive récursive : f = Prim(P}, Comp, (S, P})). Ce
qui peut s’écrire de maniére plus intuitive :
n+m=Sin=0 Alors m Sinon ((n—1)+m)+ 1 Finsi

— La multiplication « g(n,m) = nxm » est primitive récursive : ¢ = Prim(Z, Compy(+, P4, P3))
Ce qui peut s’écrire de maniére plus intuitive :
nxm=.Sin=0 Alors 0 Sinon ((n—1) x m) +m Finsi

— Le « test a zéro » est primitif récursif :
n?=5in=0 Alors 0 Sinon 1 Finsi

Nous développons d’autres constructions récursives primitives utiles comme la somme bornée :

g(T1, . T, Y) :Zf(xl,...,a:n,t)

<y

En effet,

g(xla"'vxnvy) =

Siy=0 Alors f(x1,...,2,,0)

Sinon g(x1, ..., Tn,y — 1) + f(21,...,2pn,y) Finsi

Soit R une relation n-aire, on note x la fonction indicatrice n-aire indicatrice de R. On dit que R
est récursive primitive si sa fonction indicatrice I’est. A titre d’exercice, le lecteur peut démontrer
que x =y, x < y, etc. sont des relations primitives récursives. Ainsi des fonctions définies par :
h(zy,...,xn) = 5i R(z1,...,2,) Alors f(x1,...,2,)Sinon g(xy,...,x,) Finsi

sont bien récursives primitives. En effet :

h(z1,. . xn) = XR(@1, -y xn) (21, -y xn) + (1= xr(T1, .-y 20))g(z1, .., 20)

Une autre construction primitive récursive est le schéma existentiel borné noté :
flx1, .. xn,z) = <z R(z1,...,%n,1)

et défini par f(z1,...,2,,2) =1 s 3t < z qui vérifie R(x1,...,%n,t) et 0 sinon.

Ce schéma est bien récursif primitif car f(x1,...,2,, 2) est la fonction caractéristique de
(Zygz XR(xla cee axnvy) > 1)

Une autre construction primitive récursive est le schéma de minimisation bornée noté :
flz1, . xn, 2) = pt <z R(x1,...,Tp,1)

et défini par f(x1,...,2n,2) = ¢ si t est le plus petit entier compris entre 0 et z qui vérifie
R(x1,...,Zn,t) et 0 sinon.

Ce schéma est bien récursif primitif car il s’écrit :

flay, ... xn,2) =

Siz=0 Alors 0
Sinon f(x1,...,%n, 2 — 1)(2:yng1 XR(ZT1, -y T, y) > 1)
+2(X <1 XR(@1, - 20, Y) = 0)(XR (21, - -+, T,y 2) = 1) Finsi

Une application simple de ce schéma est la division : z/y =put <z yx (t+1) >z

4.2.1 De la programmation fonctionnelle & la programmation impéra-
tive (LFOR)

Nous allons montrer que les fonctions récursives primitives ont leur « pendant » en program-
mation impérative. Nous considérons LFOR un langage de programmation sur les entiers composé
des instructions élémentaires (copie, incrémentation, décrémentation) et des structures de controle
if et for et la concaténation. Remarquons que ce langage de programmation a l’agréable propriété
que tout programme se termine (donc ne nécessite pas de test d’arrét). Afin de comparer ce langage
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de programmation aux fonctions récursives primitives, nous supposons que le programme dispose
d’une instruction return x; ou x; est une variable du programme.

Fin d’arriver au résultat principal de ce paragraphe, nous introduisons un codage récursif
primitif d’une suite de k entiers z1, ...,z par un entier que nous noterons (z1,...,xy). Le codage
d’un entier est l'identité. Le codage de deux entiers (x1,zo) est défini par :

(x1,m2) = (21 +22) (X1 + 22+ 1)/2+ 29

qui consiste & énumérer les paires par diagonales x; + o croissantes en parcourant les diagonales
par x; croissant.
Puis le codage de k entiers est obtenu par la formule itérative :

<.’E1, s 7xk> = <£L’1, <(E2, s ,.’Ek>>

Ce codage a la propriété évidente qu’il est supérieur ou égal & chacune des composantes codées.
On peut par conséquent appliquer les schémas de minimisation et existentiel borné pour extraire
les composantes.

W;C(Z) =pw; <z 3T1, .. Ti1, Tt T < 2 2= (T1,...,Tk)

Nous affirmons que :

Théoréme 4.2.2 Les fonctions calculées par les programmes LFOR sont ezactement les fonctions
primitives récursives.

Preuve
Nous laissons le soin au lecteur de montrer que toute fonction primitive récursive est calculable
par un programme LFOR et nous nous consacrons & la démonstration de la réciproque.

Nous allons montrer comment transformer la boucle for suivante. Les autres traductions sont
immeédiates.

for xpy1 from 1 to x1 do

Xro 1= fg(l‘l, . ,$n+1)
Ty = fu(T1,. .., Tnt1)
endfor

Les fonctions manipuleront des entiers codant des suites de valeurs correspondant aux variables
du programme. Nous introduisons les fonctions f;.

ﬁ(o—v l‘) = fi(ﬂ—rlz(o—)ﬂ .- '772(0)7:6)

Puis la fonction f qui représente l'effet d’un tour de boucle sur les variables 1, ..., z, lorsque la
variable x,, 11 est égale & x. La séquence o est le codage de la suite des variables x1, ..., z,.

floa) = (1 (0), falo,2), ..., fulo,2))
La fonction g traduit 'effet de x tours de boucle sur les variables x4, ..., x,.
g(o,x) = si © =0 alors osinon f(g(o,z —1),x) finsi

La fonction h traduit 'effet du programme sur toutes les variables.

h(0) = (n41(0), T (9 (T g1 (), - 41 () Ty 1(0))), -, T (9 (Mg (0), -, M40 (), T 41 (0))), 4 (0)

c.q.f.d. OO0
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On généralise le codage de séquences de taille fixe au codage de séquence de taille variable. En
codant la longueur comme premier élément de la suite. Autrement dit, le codage de x4, ..., x,, est
(m,21,...,2m). La projection 7(i,0) s’écrit alors a I'aide du langage LFOR (utilisation possible
d’apés le théoréme 4.2.2) :

x = mi(0o)
if x <1 then return 0
fory from 1toido

o :=73(0)
endfor
if x =1 then return o else return mi(o)

La longueur d’une séquence est aussi primitive récursive (73 (c)). Le programme suivant permet

d’écrire une valeur v a la position ¢ de la séquence o. Nous noterons la fonction associée w(i,v, o).
Nous avons légérement triché en utilisant un for « décroissant ». Nous laissons au lecteur le soin
de 'implémenter par un for « croissant ».
x =7 (o)
if x <1 then return o
fory from 1toido
o' = 73(o’)
endfor
if x =1ithen o' == v else o’ = (v,73(c"))
for y from i downto 1 do
o' :=(m(y,0),0")
endfor
return {(z,o’)
Enfin le programme ci-dessous concaténe une valeur v & la séquence o. Nous noterons la fonction
associée conc(v, o).
x = 7i(o)
o =v

for y from x downto 1 do
!/

o' == (n(y,0),0")
endfor
return (x +1,07)

4.2.2 Hiérarchie de Grzegorczyk

On définit par récurrence sur n la suite de fonctions primitives récursives comme suit :

to(m) = m+1
Ynt1(0) = Pn(1)
Yorri(m+1) = Pu(ni1(m))

On montre par récurrence sur n qu’il s’agit bien d’une suite de fonctions récursives primitives.
Par récurrence sur m, on montre successivement les résultats suivants pour les premiéres fonc-
tions de la hiérarchie :

Pr(m) =m+2car pr(m+1) = o(Y1(m)) = (m+2) +1=(m+1)+2

P2(m) = 2m + 3 car Pp(m+ 1) = 1(2(m)) = 2m +3) +2=2(m +1) +3

Ps(m) = 2™ — 3 car ih3(m + 1) = o (YP3(m)) = 2(2m+3 — 3) + 3 = 2(m+D+3 _3
2

ba(m) = 2 3

Lemme 4.2.3 (Propriétés de monotonie de )
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1. pour tous n,m, ¥,(m) >n+m;
2. les fonctions v, sont (strictement) croissantes : n(m + 1) > ¥, (m) ;
3. pour tous n,m, Pni1(m) > ,(m) d’ot pour tout k, pir(m) > ¥, (m) + k.

4. pour tous n,m, k, Y (n) < Ypy1(n+m) ou ¢} désigne la fonction i, composée m fois.

Preuve

1. On montre
Yp(m) >n+m (4.2.3.a)

par induction sur n puis sur m. Le cas n = 0 se réduit a ¢o(m) = m+1 > m. Pour n > 0, on
considére d’abord le cas m = 0 : ¥, (m) = ¥, (0) = ¢,,—1(1) > n—1+1 par hyp. ind., c.-a-d.
P (m) >n=n+m. Pour m > 0, on a ¥, (m) = Y1 (Yn(m — 1)), c-a-d. = ¢,_1(x) pour
x = ¢Yn(m —1) > n+ m par hyp. ind. En utilisant encore une fois ’hypothése d’induction,
on déduit ¥,—1(xz) > = + n, soit P, (m) > 2n + m > n + m puisque n > 0.

2. On montre
Yn(m+1) > ¢n(m), (4.2.3.b)

ce qui équivaut & 1, (m + k) > 1, (m) + k, par induction sur n et en utilisant la question
précédente. Pour n = 0, on a ¢, (m+1) = m+1+1 > m+1 = ¢,,(m). Supposons maintenant
n > 0. Alors

%(m + 1) = %—1(%(7”))
>n—1+1,(m) par (4.2.3.a)

> P (m).
3. On montre

¢n+1(m) > wn(m)a (423C)

ce qui équivaut & ¥, 1x(m) > ¥,(m) + k, par induction sur m et en utilisant les questions
précédentes. Pour m = 0, on a ¢¥p41(m) = ¢¥,(1) > ¥,(0) = 1,(m) directement grace a

(4.2.3.b). Pour m > 0, on a Pp4+1(m) = Yn(Ypr1(m — 1)) = ¢, (z) pour z = Pp1(m — 1),
c.-a~d. pour x > n + m par (4.2.3.a). On déduit ¥, (z) > 1, (m) par (4.2.3.b). Ainsi on a

bien 1/Jn+1(m) > z/}n (m)
4. Onmontre ¢}*(n) < 1g41(n+m) par récurrence sur m. Le cas m = 0 s’exprime : n < 9)341(n)
et se déduit du fait que tr1(n) > ¥1(n) = n + 2. Démontrons le pas de la récurrence.

7 (n) < g (Y1 (n+m)) = Yr1(n+m+1) par hypothése de récurrence et par croissance
de ’l/)k.

c.q.f.d. QOO

Lemme 4.2.4 Pour tous k,m,n, ¥r.(¥m(n)) < ¥aymax(i,m)(n)-

Preuve
On s’appuie sur le lemme 4.2.3. Soit M = max(k, m).

Ui (Ym(n)) < Yar(Yar+1(n)) par la monotonie de ¢
=¢Ymi1(n+1)
=Yus1(Y1(n—1)) sin>0
< Ypr+1(¥Yar+2(n — 1)) encore par monotonie

= Yr42(n).

D’autre part, si n = 0, alors ¥p74+1(n + 1) = ¥ar42(0) et on a encore 'inégalité.
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c.q.f.d. OO0

Proposition 4.2.5 Pour toute fonction récursive primitive & un argument £, il existe une fonction
de la hiérarchie de Grzegorczyk 1, telle que

vm §(m) < ¢n(m)

Preuve
On prouve par récurrence sur le nombre d’opérations utilisées dans la construction des fonc-
tions primitives récursives que, si ¢ est primitive récursive, alors il existe un ky tel que ¢(7) <

Y, (max ). ‘
— C’est vrai pour les fonctions initiales : P} () < g(max ), S(n) < o(n), Z(n) < h(n).
— Si ¢ est obtenue par composition de &, ¢1, . .., ¢m, il suffit de choisir

ko =2+ max(ke, kg, -5 kg, ),

en utilisant le lemme 4.2.4.
— Si ¢ est obtenue par récursion primitive :

(1) sim=0
1/)(¢(m— 177:5)7771* 1,ﬁ) sim>0

¢(ma ﬁ) = {

On montre par récurrence sur m que ¢(m, i) < " (i, (max(it))).
Si m = 0, alors ¢(0,7) = £(77) < v, (max(7)) par hypothése de récurrence.
Si m > 0, par hypothése de récurrence,

¢(m — 1,71) < Y (Yr, (max(i))).
Par croissance de ¢, et comme 9 (n) > n +m, on a aussi
¢(m, i) < g, (max(P " (Yr, (max(@))),m — 1,7))
< iy (W (e (max(70))))
Par ailleurs, 97" (1) < ¥j41(n + m) (lemme 4.2.3), donc
P(m, i) < Y1, (M + Vi (max())) < Y1y, (2%, (max(m, 7))
< 14k, (P2 (ke (max(m, 7)) < Yrmax(14ky max(2,ke)+2)+2(max(m, i)

c.q.f.d. GO0

4.2.3 La fonction d’Ackermann

La fonction d’Ackermann & deux arguments est la fonction A(n,m) = ¢, (m). La fonction
d’Ackermann & un argument est la fonction A(n) = 1, (n).

Théoréme 4.2.6 Les fonctions d’Ackermann a un et a deur arguments ne sont pas récursives
primitives.

Preuve

Si la fonction & deux arguments est récursive primitive alors la fonction & un argument est primitive
récursive. Si la fonction & un argument est primitive récursive alors d’aprés la proposition 4.2.5,
il existerait un entier k tel que, pour tout n, A(n,n) < 1(n). Mais en choisissant n = k + 1, on
obtient g y1(k + 1) < ¢r(k + 1), ce qui contredit les propriétés de monotonie des fonctions ),
(proposition 4.2.3).

c.q.f.d. OO0
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4.3 Fonctions récursives (partielles, totales)

Un ensemble de fonctions F est fermé par minimisation (resp. fermé par minimisation totale)
si, pour toute fonction (resp. pour toute application £ € F telle que V@i Im (77, m) = 0 AVE <
m &(7, k)), la fonction ¢ définie par

o(7) = min{m | ({(7,m) = 0) AVk <m (A, k) #L}

est dans F.

La composition de fonctions totales est étendue aux fonctions partielles : la composée n’est
définie que lorsque les fonctions composantes le sont. De méme, la récursion primitive appliquée a
des fonctions partielles : ¢ = Prim(&, 1)) est définie en (m,7) si m = 0 et () #L ou bien m > 0,

o(m —1,71) #L et v(p(m — 1,7),m —1,7) £L.

Définition 4.3.1 L’ensemble des fonctions récursives partielles (resp. totales) est le plus petit
ensemble de fonctions qui contient les fonctions initiales et qui est fermé par composition, récursion
primitive et minimisation (resp. totale).

Nous affirmons que le modéle des fonctions récursives est équivalent au modéle des machines
de Turing. Plus précisément :

Théoréme 4.3.1 Les fonctions (resp. applications) calculées par les programmes LW HILE sont
exactement les fonctions récursives partielles (resp. totales).

Preuve
Nous laissons le soin au lecteur de montrer comment une fonction (resp. une application) récursive
peut étre calculée par un programme du langage LW HILE (resp. qui se termine) et nous nous
concentrons sur la réciproque. D’aprés nos résultats sur le codage, il nous suffit de montrer comment
simuler le programme suivant :
while f(z) # 0 do

v = g(x)
endwhile
return T
o f et g sont des fonctions récursives et f est a valeurs dans {0, 1}.

Nous définissons :
h(z,n) =1if © =0 then x else g(h(x,n — 1))
Cette fonction calcule I'effet de n tours de boucle.

Puis nous définissons :

tour(xz,n) = min({n | f(h(z,n)) =0AVR <n f(h(zx,n))# L})
Cette fonction renvoie (sl existe le tour de sortie).

La fonction recherchée est alors h(z, tour(x)).

Il est immédiat que la minimisation est totale ssi le programme contenant la boucle while se
termine pour toutes les valeurs de x.

c.q.f.d. GO0

Théoréme 4.3.2 La fonction d’Ackermann est récursive totale.

Preuve
Nous écrivons un programme LW HILE qui calcule A(m,n).
while (o) < 2m + 1V w(2m+1,0) #n do
oc:=w(l,n(l,0)+1,0)
o:=w(2,7(l,0)+1,0)
for x from 2tom+1 do
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if mi(o)=2(z—1)A7w(2z —3,0) =1 then
o = conc(0,0)
o = conc(m(2x — 2,0),0)
elseif (o) > 2z Aw(2x — 3,0) = 7(2x,0) then
o:=wx—1,7(2x —1,0) 4+ 1,0)
o:=wzx,m(2x —2,0),0)
endif
endfor
endwhile
return 7(2m + 2,0)

Ce programme maintient dans o une suite de 2k valeurs vy,...,v9, avec 1 < k < m + 1 qui
vérifient les assertions suivantes (au début de chaque tour de boucle) :

— Pour tout ¢ < k, vg; = A(i — 1,vg;—1). Autrement dit, la suite de valeurs peut étre écrite

’Ul,A(O,’Ul),’Ug,A(l,’Ug), cen ,’Ugi_l,A(i - 1, 2i — 1).

— Pour tout i < k, vg;_1 < vg;42. Autrement dit la valeur courante de vo;_; est strictement

inférieure & A(7, v2i41)-

— Si k <m+1 alors vgr41 = 0. Autrement dit on n’a pas encore le moyen de calculer A(k,0).

Initialement la suite de valeurs est égale 40,1 = A(0,0). A chaque tour de boucle, le programme
calcule la paire suivante x, A(0, ) et si la valeur = correspond & la valeur A(1,y) stockée dans
la paire suivante y, A(1,y), le programme a le moyen de calculer la paire y + 1, A(l,y + 1) =
A(0, A(1,y)). L’extension de la suite correspond au cas ol vo—1 = 1 ce qui permet de calculer la
paire 0, A(k,0) = vg, = A(k — 1,1).

Supposons que ce programme ne se termine pas. Alors on démontre par récurrence sur ¢ que
les valeurs v9;41 croissent strictement par pas de 1 (avec entre chaque incrément des tours ou la
valeur est stationnaire) en démarrant a 0. Par conséquent vy, 11 doit atteindre n. Ce qui contredit
la non terminaison.

c.q.f.d. OO0

Théoréme 4.3.3 (Kleene) Toute fonction récursive partielle s’obtient a l’aide d’une seule mi-
nimisation d’une fonction primitive récursive.

Preuve

Soit f une fonction récursive partielle, f est calculée par une machine de Turing disons M. A Taide
de notre construction primitive récursive de séquence, on peut coder par un entier une exécution
de M. Par exemple on peut choisir (confi,confs,..., conf,) avec conf; un entier codant une
configuration par (c¢($),c(a1),...,c(ai—1),c(q),c(a;),...,c(am)). Ici ¢ associe a chaque caractére
et état un entier distinct.

11 est facile d’écrire un programme LFOR qui teste si un entier code une exécution dont le
dernier état est terminal. Le programme recherché est un programme LW HILFE comportant une
boucle while externe qui énumeére les entiers et exécute le programme LFOR pour tester I’entier.
La condition d’arrét du programme est un test positif. La traduction de la boucle while vue plus
haut fournit ’expression recherchée.

c.q.f.d. OO0
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Chapitre 5

A la frontiére de la décidabilité

5.1 Introduction

L’objet de ce dernier chapitre est de montrer deux exemples de problémes ot un changement
apparemment mineur de I’énoncé transforme le statut du probléme (de décidable a indécidable et
vice versa). Nous avons choisi de prendre des exemples associés & des problémes sur des modéles
étendant les automates et en particulier des problémes d’accessibilité qui sont importants a la fois
d’un point de vue théorique mais aussi pratique.

5.2 Automates a une file [4]

Un automate & une file est un automate doté d’une file contenant un mot w. Les opérations
de l'automate consiste & « envoyer » un message a sur la file, i.e. & tranformer le mot en wa ou
a « recevoir » un message a sur la file & condition que a soit la premiére lettre du mot, i.e. a
transformer w = aw’ en w’. On note la la premiére opération et ?a la deuxiéme opération. IO(X)
désigne ensemble des opérations sur ’alphabet ¥ : JO(X) = {*a | x € {|,?} Aa € Z}.

Définition 5.2.1 Un automate a une file A= (X, Q, qo, F, —) avec :
- X, un alphabet fini
- @, un ensemble fini d’états incluant qo ’état initial et F' ’ensemble des états terminauz.
- X, un ensemble fini d’horloges.

- >C QQ xI0(X) x Q, la relation de transition. On note (q,i0,q") €— par q o, q
Une configuration d’un automate a une file est une paire (g, w) avec ¢ € Q) et w € X*.

Définition 5.2.2 Une exécution d’un automate a une file est une séquence :

101 10n

(g0, wo) — (q1,w1) ... — (gn,wy)

. . 104
avec wg = € le mot vide, V1 <i<n ¢_1 —> q; et :
- Siio; =la alors w; = aw;_1 ;
- Sii0; =?a alors w;_1 = aw;.

On définit le probléme de I'accessibilité dans un automate & une file ainsi. Existe-t-il une
exécution qui rencontre un état de F'?

Théoréme 5.2.1 Le probléeme de l’accessibilité dans les automates a une file est indécidable.

Preuve
Nous allons réduire le probléme de 'arrét d’une machine de Turing M sur le mot vide & ce
probléme. Pour cela automate associé A simule exécution de la machine de Turing ainsi :

26



— L’alphabet de A est I’alphabet de M enrichi d’un marqueur f.

— Les états de A (notés Q1) sont soit des états de M (notés Q) soit des états intermédiaires
(notés Q'). Une configuration (g, w) est dite configuration de simulation si ¢ € Qaq et w
représente un état de M (i.e. w = wifwoff ol le premier § marque la position de la téte de
lecture et le deuxiéme f marque la fin de la configuration). Les configurations (¢, w) telles
que g € Q' sont appelées configurations intermédiaires.

— Une exécution de A consiste en une suite de séquences d’exécution précédée d’une séquence
initiale consistant & écrire sur la file $§Bf et a se positionner sur I’état initial de M. Chaque
séquence conduit d’une configuration de simulation & la configuration de simulation suivante
(vis & vis de M) & travers des configurations intermédiaires.

— La simulation d’un pas de M procéde ainsi :

1. A maintient en mémoire ¢ et les trois derniéres lettres lues de w, disons xyz. Si y est
différent de f alors A écrit = et lit une nouvelle lettre ¢, mémorisant yzt.

2. Si y est égal a £ alors z est la lettre sous la téte de lecture. En fonction de d(q,z2) =
(¢’,$,d), A écrit les caractéres x’y’z’ correspondant au nouvel état de la bande de M
(avec éventuellement ajout d’un blanc).

3. A recopie ensuite les caractéres jusqu’au deuxiéme # ce qui, aprés passage a ’état ¢/,
conduit & la nouvelle configuration de simulation.

Par conséquent, A atteint accept ou reject ssi M s’arréte.

c.q.f.d. OO0

5.3 Automates a une file avec pertes [1, 5]

Un automate & une file avec pertes a la méme syntaxe et les mémes configurations qu’un
automate & une file. Seule la notion de séquence d’exécution différe.

Définition 5.3.1 Une exécution d’un automate a une file avec pertes est une séquence :

0 i0n
(g0, wo) — (g1, w1) ... = (qn, wn)
avec wg = € le mot vide et V1 <i<n :

!
— Soit il existe q;_1 BN qi et w; = aw;_1 ;

?
— Soit il existe ¢i_1 — q; et w;_1 = aw;.
— Soit ¢; = qi—1, wi—1 = wiaws et wi_1 = wiwy

Autrement dit, 'automate avec pertes peut perdre une lettre quelconque du mot de la file.

On définit la relation suivante entre mots w < w’ si notant w = aq...a,, il existe une dé-
composition de w’ : w = wpaiws ... wy_1a,wy. Autrement dit, le mot w « se plonge » dans

w'.

Lemme 5.3.1 (Higman) Soit une suite infinie de mots (wg, ws,...). Alors il existe deuz indices
1< j tels que w; < wj.

Preuve
Considérons I’ensemble S des suites infinies qui ne vérifient pas la propriété du lemme et supposons
que S # (.
On fabrique un élément w = (wgp, w1, ...) de S de la fagon suivante.
— On choisit pour wy un mot de taille minimale parmi les premiers mots des éléments de S.
— Une fois choisis wg, w1, . . ., w; on choisit pour w;;1 un mot de taille minimale parmi les w; 1
tels que wq, wq,...,w;+1 constitue un préfixe fini d’un élément de S. Par construction, un
tel choix est toujours possible.
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Par construction w € S. Dans la suite w = (wg, wy, . . .), une des lettres (disons a) apparait infini-
ment souvent en premiére position des w;. Soit We(0); We(1)s + - - la sous-suite extraite avec Wa(s) =
aw’a(i). Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que w' = wo, ..., Wqa(0)-1, w;(o), wl’)é(l)7 ... ap-
partient & S. D’autre part, |w/, (0)| < |wg(o)| contredisant la définition de w. Par conséquent S est
vide ce qui établit le lemme.

c.q.f.d. GO0

Nous voulons établir la décidabilité de ’accessibilité pour les automates a une file avec pertes.
Nous étendons la relation < sur les configurations par (¢, w) < (¢'w’) si ¢ = ¢’ et w < w’. De
maniére évidente la propriété du lemme de Higman est vérifiée pour les configurations : soit une
suite infinie de configurations ((qo,wo), (q1,w1),...). Alors il existe deux indices i < j tels que
(gi,w;) < (g;,w;). En effet, sachant qu’au moins un état apparait infiniment souvent, il suffit de
considérer la suite extraite correspondante.

Pour savoir si une configuration (¢, w) est accessible depuis une configuration (¢’,w’), nous
allons construire une représentation finie de BAcc(q, w) 'ensemble des configurations & partir
desquelles (g, w) est accessible. Cette représentation finie doit permettre de tester I’appartenance
d’une configuration & cet ensemble.

Pour un ensemble de configurations F, notons E! I’ensemble des configurations supérieures ou
égales & une configuration de F. Les ensembles clos supérieurement sont définis par la propriété
E = E'. Remarquons que BAcc(q',w') est clos supérieurement. En effet soit (¢/,w’) qui permet
d’atteindre (q,w) et soit (¢’,w”) avec w’ < w”, alors en perdant les messages « en excés » de w”,
on atteint la configuration (¢’,w’).

Pour obtenir une représentation finie d’un ensemble clos supérieurement, il suffit de prendre les
éléments minimaux de cet ensemble. En effet, puisqu’ils sont tous incomparables, ils ne peuvent
étre en nombre infini car de nouveau cela contredirait le lemme de Higman. Appelons Min(E)
I'ensemble des éléments minimaux de E. Puisque E est clos supérieurement, £ = Min(E)" ce qui
montre qu’un ensemble clos supérieurement est déterminé de maniére univoque par ses élements
minimaux. De plus le test d’appartenance est effectif car il suffit de comparer la configuration avec
les éléments minimaux.

Le lemme suivant est la clé de la décidabilité de ’accessibilité.

Lemme 5.3.2 Soit {F,}nen une suite d’ensembles de configurations supérieurement et crois-
sants; cette suite se stabilise.

Preuve

Dans le cas contraire, chaque fois qu’'un ensemble n’est pas égal au précédent, ceci signifie qu’il
y a une configuration de cet ensemble qui n’est supérieure ou égale a aucune des configurations
des ensembles précédents. Nous sélectionnons I'un de ces éléments. En itérant le procédé, on
obtient une suite infinie de configurations qui ne sont pas supérieures ou égales aux configurations
précédentes de la suite. Mais ceci contredit le lemme de Higman.

c.q.f.d. GO0

Théoréme 5.3.3 Le probléme de accessibilité de (q,w) & partir de (qo, wo) dans les automates
a une file avec pertes est décidable.

Preuve

Remarquons que BAcc(q,w) = U, ey BAccn(q,w) avec BAcc,(q,w) 'ensemble des configura-
tions & partir desquelles (g, w) est accessible en au plus n pas. Bien stir BAccy(q, w) = {(q,w)}.
Nous désirons obtenir Bacc(q, w) en calculant par itérations successives Min(E,) pour des en-
sembles E,, croissants tels que Bacc,(q, w) C E,, C Bacc(q,w) et Ey = BAccy(g, w).

Supposons que nous ayons calculé Min(E,,). Pour atteindre en un pas a partir d’un (¢”,w") ¢
E,, une configuration (¢', w’) supérieure ou égale a une configuration (¢', wmin) € Min(E,), il faut
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effectuer soit une réception de message soit un envoi de message. La perte de message implique
que (¢",w") < (¢',w’) et donc que (¢",w") € E,,.
. la 4 . ‘s
— Soit (¢",w") — (¢’,w’), alors w' = w"a. Par conséquent, si la derniére lettre de w,,;, est
a, 1.e. Wpin = wh,,a ceci est équivalent (moyennant des suppressions de messages avant le
franchissement de la transition) & w),;,, < w”. Sinon ceci est équivalent & wy,;, < w”.
. Ta .
— Soit (¢",w") — (¢’,w’), alors w'a = w”. Moyennant des suppressions de messages avant le
franchissement de la transition ceci est équivalent & wyina < w”.
Pour résumer,

En,+1 _ En U U {(q//,w//) | w/ =< ’LU//}

la
(¢, w)eMin(Ey),q" —q’

U U {(q//7w//) | w' =< w//}

!
(¢ w'a)eMin(En),q" —¢’

U U {(q",w") ‘ wa < w//}
(¢ w)EMin(En).q" —q'

Par conséquent, Min(FE, 1) est le sous-ensemble des éléments minimaux de l'ensemble fini ci-
dessous : '
Min(E,) U{(¢",w') | 3¢, w') € Min(E,) I¢" = ¢'}

la

U{(¢",w') | (¢, w'a) € Min(Ey) 3¢" = q'}

U{(¢", w'a) | 3(¢,w') € Min(E,) 3¢" *% ¢}

L’algorithme consiste donc a calculer les Min(E,) jusqu’a stabilisation ce qui arrive cer-
tainement en raison du lemme précédent puis a tester si (¢',w’) < (qgo,wo) pour au moins un

(¢',w") € Min(J E,).
c.q.f.d. OO0

5.4 Automates temporisés [2]

Un automate temporisé est un automate enrichi avec des horloges (notées X = {z1,...,z,}).
Ces horloges contraignent les transitions par des gardes. Une garde est une conjonction de gardes
élémentaires. Une garde élementaire s’écrit x; I ¢ ol ¢ est une constante entiére est 1 € {<, >, <
Y 27 :7 #}'

Une valuation d’horloge v est une application de X dans R>q. v satisfait la garde x; > ¢ ce
qu’on note v F x; i ¢ ssi v(x;) < ¢. Une garde est satisfaite si toutes ses gardes élémentaires sont
satisfaites. On notera I'(X) I’ensemble des gardes sur X. De plus lors du franchissement d’une
transition, un sous-ensemble d’horloges peut étre remis a zéro. On note v[X’] la valuation définie
par Vz € X' v[X'](x) =0 et Vz ¢ X' v[X'](z) = v(x).

Le comportement d’un automate temporisé peut étre informellement décrit comme suit. I1 laisse
s’écouler du temps dans ’état courant, puis franchit (si possible) en temps nul une transition dont
la garde est satisfaite. Autrement dit, il alterne des pas de temps (éventuellement nuls) et des pas
discrets. Lors d’un pas de temps les horloges évoluent de fagon synchrone. On note v + d, pour d
réel positif, la valuation définie par Vo € X v+ d(z) = v(x) + d.

Définition 5.4.1 Un automate temporisé A = (X, Q, qo, F, X, —) avec :
- X, un alphabet fini
- @, un ensemble fini d’états incluant qo ’état initial et F' ’ensemble des états terminauz.
- X, un ensemble fini d’horloges.

- —=C Q xI'(X) x ¥ x 2% x Q, la relation de transition. On note (q,7,a,R,q') €— par

q v,a,R q/
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true;c;x:=0

x=1;a;x:=0 m y>1;b;
— lo >@ > l2

10%1045‘.11419.12%1240»10
X 0.0 1.4 0.0 0.0 0.3 0.0
y 0.0 1.4 1.4 1.4 1.7 1.7

Fi1G. 5.1 — Un automate temporisé et une exécution

La sémantique d’exécution d’un automate temporisé est formalisée ci-dessous.

Définition 5.4.2 Une exécution d’un automate temporisé est une séquence :

Y1,01,R1 Ynsan R
e mem,

d d
(g0, v0) — (qo,vo + dy) (q1,v1) == (q1,v1 + da) . .. (qn,vn)

i,05,R;
ST iy vt +di F i, v = (01 + di)[Ry).
Dans ce cas, le mot temporisé (ai,dy)...(an,dy,) et le mot non temporisé aj . ..a, sont acceptés
par automate temporisé.

avec V1 <i<n qi_1

La figure 5.1 illustre les définitions précédentes. Le probléme de P'accessibilité dans les auto-
mates temporisés consiste a savoir si étant donné un état g, il existe une configuration accessible

(¢,v) depuis (qo, vo).
Théoréme 5.4.1 Le probléme de l’accessibilité d’un état q d’un automate temporisé est décidable.

La preuve de ce théoréme consiste & définir une relation d’équivalence ~ entre configurations
et un graphe des classes dont les arcs sont étiquetés soit par les transitions de I’automate soit
le passage du temps (noté 7). Nous ne détaillons pas pour U'instant la relation et le graphe mais
indiquons les propriétés qu’ils vérifient :

- (q,v) ~ (¢',v") = q = ¢'. Aussi on notera (g, Z) une classe d’équivalence.

— Le nombre de classes d’équivalence est fini et {(go,v9)} est une classe d’équivalence. Le

graphe des classes doit étre calculable.

— Soit (¢, Z) RILILN (¢’,Z") un arc « événementiel » du graphe des classes alors :

Y(g,v) € (¢, 2) Ad,v') € (¢, Z") (g,v) 225 (¢/,0).

— Soit (q,Z) = (¢, Z") un arc « temporisé » du graphe des classes alors :
V(q,v) € (¢,Z) 3d € R>g (¢,v +d) € (¢,2').
v,a,R

— Soit (g, Z) une classe et (g,v) € (q,2). Si (¢,v) —— (¢’,v") alors :

il existe un arc (g, Z) LN (¢, Z") t.q. (¢,v") e (¢, 2").

— Soit (¢, Z) une classe et (¢,v) € (g, Z) alors pour tout d € R> :
il existe un arc (¢, 2) = (¢, Z2') t.q. (¢,v +d) € (¢, Z").
La premiére condition assure que le probléme de 'accessibilité dans le graphe des classes est
décidable. Les deux conditions suivantes assurent (par récurrence sur la longueur du chemin) que
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Fi1G. 5.2 — La partition en classes

si une classe est accessible alors au moins une configuration de la classe est accessible. Récipro-
quement, les deux derniéres conditions assurent (par récurrence sur la longueur du chemin) que si
une configuration est accessible alors la classe & laquelle la configuration appartient est accessible.

La relation d’équivalence est basée sur K la plus grande constante entiére testée par les gardes.
(q,v) ~ (¢, v') ssi:
— Pour toute horloge x, v(x) > K ssi v/(z) > K. On dira qu'une horloge z est significative si
v(z) < K.
— Pour toute horloge significative x,
Ent(v(z)) = Ent(v'(z)) et Fract(v(x)) =0 ssi Fract(v'(x)) = 0.
— Pour toute paire d’horloges significatives x, y,
Fract(v(z)) < Fract(v(y)) ssi Fract(v'(z)) < Fract(v'(y)).
Nous représentons sur la figure 5.2 les classes d’équivalence pour un état ¢ fixé et un automate
a deux horloges x et y avec K = 2.
1l existe plusieurs représentations syntaxiques d’une classe. Par exemple, (¢, Z) = (q, X', nf, ent, frc)
avec :
— X' le sous-ensemble des horloges significatives
— nf le nombre de parties fractionnaires des horloges de X’ (avec éventuellement en plus la
partie fractionnaire 0).
ent : X' — {0,..., K} la valeur des parties entiéres des horloges significatives.

— fre : X' — {0,...,nf} Pordre des parties fractionnaires des horloges significatives. avec
V1 <i<nfent (i) #0.
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<1;a; x=1Ay=0;C;J

S i
y 3 A R
a »
e — {8
4; 1 c [
— T » est la fermeture transitive de — »

F1G. 5.3 — Un automate temporisé et son graphe de classes

Les configurations associées sont définies par (q,v) € (¢, Z) ssi

- Vee X, xe X ssiv(x) <K.

- Vo € X', Ent(v(z)) = ent(x).

-V e X', fract(v(z)) =0ssi fre(z) =0.

- Va,y € X', fract(v(z)) < fract(v(y)) ssi fre(x) < fre(y).

Nous ne développons pas formellement le graphe des classes mais donnons un exemple a la
figure 5.3 qui fournit les informations suffisantes pour en retrouver la définition et vérifier les
propriétés énoncées plus haut.

5.5 Automates temporisés avec chronométre [7]

Le modele des automates temporisés avec (un) chronomeétre est une extension a priori mineure
du modéle précédent. Une horloge spécifique appelée chronométre et notée z a la possibilité d’étre
suspendue dans certains états.

Définition 5.5.1 Un automate temporisé A = (X, Q, qo, F, X, z,run, —) avec :
- X, un alphabet fini
- @, un ensemble fini d’états incluant qo ’état initial et F' ’ensemble des états terminauz.
- X, un ensemble fini d’horloges et z le chronométre.
- run : Q — {true, false} conditionne le chronométre.
- SCQxD(XU{2}) x X x2XU1zt x Q, la relation de transition. On note (q,7,a, R, q') €—

v¥,a,R 1
par q — 4

Une configuration de l'automate est donnée par (¢, v) avec v une valuation sur X U {z}. Une
exécution d’'un automate temporisé est une séquence :

/) Y1,a1,R1 Yns@n B
—r ( _remrm,

d d
(qO?UO) ; (QO7UO 917111) —2> (QI;UQ) “ee (Qnavn)

avec V1 < ¢ < n g;_1 it B gi, Vi1 F v, v = (Wi_1)[Ri]- et V1 < ¢ < n sirun(g,—1) alors
vi_y =vi—1+d; sinon Vo € X v)_;(x) = vi—1(x) + d; Avi_1(2) = vi—1(2).

Nous allons montrer que cette extension rend indécidable le probléme de 'accessibilité. A cette
fin, nous réduisons le probléme de l'accessibilité des machines & compteurs a ce probléme. Deux
compteurs ¢, d sont suffisants pour 'indécidabilité.
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y=4nc<dnd<4;; y=4ac<dnd<4;;

> >

F1c. 5.4 — Test d’égalité et affectation

c=4;;c,z:=0 z=4;;c:=0

;iyi=0 y=4ad<4;;y:=0 mc=4; ;Qm y=4rd<4;;y:=0 y=4nc<dnd<d;;
d=4;;d:=0 d=4;;d:=0 d=4;;d:=0 d=4;;d:=0

FiG. 5.5 — Décrémentation du compteur ¢

Plus précisément, nous simulons le fonctionnement d’une machine & compteurs a ’aide d’un au-
tomate temporisé & chronomeétre. Chaque compteur v € {c, d} est simulé par une horloge éponyme
t.q. v(u) = 217" avec w la valeur courante de u. Observons que la valeur maximale de ’horloge
est 2. L’exécution d’une instruction est simulée par une suite de « pas » d’exécution d’'une durée
unitaire de 4.

Les deux premiers pas permettent de tester si les deux compteurs sont égaux et d’affecter a
un compteur la valeur d’un autre compteur (voir la figure 5.4). Ils ne nécessitent pas l'utilisation
du chronométre. L’horloge y sert & compter les 4 unités de temps. Le test d’égalité et I’affectation
proprement dite se fait lorsque ¢ atteint la valeur 4. Si la boucle n’est pas prise alors 'automate
reste bloqué dans I’état courant. Les labels sont omis car ils ne sont pas significatifs pour le
probléme de ’accessibilité. De plus, le test de ’arc entrant dépend de 1’état source (il peut y avoir
plusieurs arcs entrants). De méme la mise a jour des horloges de l'arc sortant dépend de 1'état
destination.

Le test d’'un compteur & 0 est évident (gardes ¢ = 2Ay = 0, ¢ # 2 Ay = 0 en forgant la
transition & étre prise immédiatement au moyen de 1’horloge y).

Il nous reste & simuler l'incrémentation et la décrémentation. Nous commencons par la dé-
crémentation. Ceci revient & doubler la valeur de ¢ sachant qu’elle est strictement inférieure a

2.

La figure 5.5 présente cette simulation. L’état figuré en grisé signifie que le chronométre est
suspendu. A la sortie du premier état, c et z ont méme valeur (la valeur courante de ¢ notée c°) si
la boucle a été franchie. Si ce n’est pas le cas alors on ne peut sortir du second état. Dans le cas
contraire, a la sortie du deuxiéme état, z est égal & c® et y est égal 4 4 —c®. A la sortie du troisiéme
état z est égal & 2c°. Le dernier état permet d’affecter z & c. Durant les trois pas de 4 u.t., les
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boucles de remise a zéro de d garantissent que la valeur de d est inchangée aprés la simulation de
la décrémentation.

L’incrémentation est I'opération la plus délicate. Celle-ci équivaut & diviser par 2 la valeur de
I’horloge c¢. Durant un premier pas de 4, on affecte & une horloge auxiliaire w une valeur arbitraire
comprise strictement entre 0 et 2 (4 ’aide d’une remise a zéro de w par une boucle). Une deuxiéme
horloge auxiliaire w’ regoit la valeur double de w a l'aide d’un automate similaire & celui de la
décrémentation. Puis on teste si ¢ = w’ a ’aide de la simulation du test. Dans I'affirmative on
enchaine avec la simulation de 'affectation c := w.

L’automate a donc deux comportements possibles, soit la simulation de la machine & compteurs,
soit un blocage dans un état intermédiaire. Par conséquent, le probléme de I'arrét de la machine
a compteurs est traduit en probléme d’accessibilité de I'instruction « stop » de la machine dans
l’automate & chronométre.
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