
Notes du ours de Calulabilité et Logiquepremière partie 2006 - 2009
H. Comon-Lundh (06-07) P.-A. Reynier (06-07)P. Shnoebelen (07-08) F.-R. Sinot (07-08)S. Haddad (08-09) C. Sirangelo (08-09)



Table des matières
1 Introdution 22 Mahines de Turing et réursivité 32.1 Mahines de Turing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32.2 Programmer ave des mahines de Turing (LWHILE) . . . . . . . . . . . . . . . . 62.3 Fontions alulables, langages déidables, omplexité de alul . . . . . . . . . . . 62.4 Equivalene de types de mahines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.5 Mahine de Turing universelle et problème de l'arrêt . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 Rédutions :quelques problèmes indéidables 123.1 Rédutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123.2 Théorème de Rie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133.3 Problème de pavages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133.4 Problème de orrespondane de Post . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 Fontions réursives 184.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184.2 Fontions réursives primitives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184.2.1 De la programmation fontionnelle à la programmation impérative (LFOR) 194.2.2 Hiérarhie de Grzegorzyk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214.2.3 La fontion d'Akermann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234.3 Fontions réursives (partielles, totales) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 A la frontière de la déidabilité 265.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265.2 Automates à une �le [4℄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265.3 Automates à une �le ave pertes [1, 5℄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275.4 Automates temporisés [2℄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295.5 Automates temporisés ave hronomètre [7℄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1



Chapitre 1
Introdution

On onsidère un problème P (d) qui dépend d'une donnée d (par exemple : est-e que le nombre
d est premier ? Est-e que le graphe d est planaire ? Est-e que le programme d �nit toujours pars'arrêter, ei quel que soit le nombre n qu'on lui soumet en input ? et.).D'un point de vue informatique, résoudre P (d) suppose d'une part un modèle de alul Met d'autre part un programme dans e modèle, dont l'input est d et qui s'arrête en répondantà la question. Le problème peut être résolu (on dit qu'il est déidable) si l'on peut trouver unmodèle de alul et un programme qui répond à la question (pour toute donnée d). La thèsede Churh stipule que ette question de déidabilité est indépendante du modèle de alul et,jusqu'à réemment, auun modèle de alul n'est venu invalider ette thèse. Durant le ours nousrenontrerons plusieurs modèles de alul et montreront qu'ils sont équivalents (simulables les unspar les autres en un sens qui sera préisé). Ainsi, la notion de déidabilité sera dé�nie pour unmodèle de alul partiulier (les mahines de Turing) mais elle a une portée universelle.Une autre question fondamentale est la mesure de la di�ulté d'un problème P , lorsqu'ilest déidable. La omplexité de la solution se mesure en termes de ressoures utilisées par unprogramme résolvant P : nombre d'étapes de alul (omplexité en temps), espae de stokagenéessaire (omplexité en espae), taille du programme, ...De e point de vue, les modèles de alul ne sont pas équivalents. On aimerait dé�nir laomplexité intrinsèque d'un problème (en temps par exemple) dans un modèle M , omme leminimum des temps d'exéution pour tous les programmes résolvant M . Mais le temps de aluld'un programme qui résout P dépend de la valeur de la donnée d. Il faut don omparer desfontions, mais l'ordre anonique dé�ni par � f ≥ g

def

⇔ ∀d.f(d) ≥ g(d) � n'est ni total, ni bienfondé.
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Chapitre 2
Mahines de Turing et réursivité
NotationsUn mot sur l'alphabet Σ est une suite (éventuellement vide) d'éléments de Σ. Sauf préisionontraire, on ne onsidère que des mots �nis.Si A,B ⊆ Σ∗ sont des ensembles de mots sur l'alphabet Σ,� A+B est l'ensemble A ∪B ;� a (où a ∈ Σ) est l'ensemble réduit au mot a ;� ǫ est le mot vide ;� A ·B est l'ensemble {w1w2 | w1 ∈ A,w2 ∈ B} ;� A∗ est l'ensemble des mots w tels qu'il existe un entier k ∈ N et k mots w1, . . . , wk ∈ A telsque w = w1 · · ·wk (k = 0 est possible).
2.1 Mahines de TuringIl existe de très nombreux modèles de alul, représentant plus ou moins bien des arhiteturesmatérielles, des iruits ou des langages. Les mahines de Turing onstituent néanmoins le modèlede référene inontournable, pour des raisons historiques. Il s'agit d'un modèle de très bas niveaudans lequel on ne dispose que d'une struture de données (les mots) et, d'une seule instrution(GOTO) en dehors des letures et éritures.Il existe plusieurs variantes des mahines de Turing. Elles sont toutes équivalentes (en aordave la thèse de Churh) du point de vue de l'expressivité. Mais elles ne sont pas équivalentes dupoint de vue de la omplexité. La dé�nition 2.1.1 qui suit sera modi�ée plus tard quand on dé�nirales lasses de omplexité.Dé�nition 2.1.1 Une mahine de Turing (MT) est un tuple (Q, q0,Σ, δ, {B, $}, qB) où� Q est un ensemble �ni d'états,� q0 ∈ Q est l'état initial,� Σ est un alphabet �ni,� B, $ ∈ Σ sont deux symboles spéiaux distints (B = � blan �, $ = � marqueur de début �),� QB est un sous-ensemble d'états qui autorise l'ériture de blans,� δ : Q×Σ 7→

(
Q⊎{aept, rejet})×Σ×{←,→, ↓} est une fontion de transition véri�antles ontraintes suivantes :1. Pour tout q ∈ Q, il existe q′ ∈ Q tel que δ(q, $) = (q′, $,→)2. Pour tout q, q′ ∈ Q, x ∈ Σ, d ∈ {←,→, ↓} δ(q, x) = (q′, $, d)⇒ x = $ ∧ d =→3. Pour tout x 6= $, il existe q′ tel que δ(qB, x) = (q′, B,←)4. Pour tout q, q′ ∈ Q, x ∈ Σ, d ∈ {←,→, ↓} δ(q, x) = (q′, B, d)⇒ q′ ∈ QB ∧ d =←5. Pour tout q ∈ Q, q′ ∈ QB , x, y ∈ Σ, d ∈ {←,→, ↓}

δ(q, x) = (q′, y, d)⇒ x = y = B ∧ d =←
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6. Pour tout q, q′ ∈ Q, x ∈ Σ δ(q,B) = (q′, x,→)⇒ x 6= BQuelques remarques et notations en vra :1. On notera aussi aept (resp. rejet) qY (resp. qN ). On notera aussi q0, qI .2. δ est une fontion et pas forément une appliation. Son domaine de dé�nition peut n'êtrequ'un sous-ensemble strit de Q×Σ. Dans la suite, on fera omme si δ était une appliationen omplétant la dé�nition de δ par δ(q, a) def

= (rejet, a, ↓) sur les ouples (q, a) où elle estindé�nie.3. Les restritions sur δ impliquent qu'on ne se déplae jamais à gauhe du marqueur de débutet qu'on ne peut pas l'e�aer. Elles impliquent aussi que le ontenu de la bande a toujoursla forme d'un $, suivi de lettres de Σ \ {B, $} et terminé par des blans.4. Cette dé�nition orrespond aux mahines à un seul ruban appelé enore bande : les mahinesà plusieurs rubans seront abordées i-dessous.5. Il n'y a pas d'état �nal dans ette dé�nition. On pourrait aussi onsidérer aept ommeunique état �nal ; il n'y a pas de transition depuis un état �nal.6. Cette dé�nition autorise de ne pas faire de mouvement, .-à-d. qu'elle autorise δ(q, a) =
(. . . , . . . , ↓), e qui n'est pas toujours permis par d'autres auteurs.7. On trouve parfois des dé�nitions où �gurent deux alphabets : un alphabet � de travail � etun alphabet � d'entrée �. Pour les questions que nous abordons ii, ette distintion n'estpas pertinente.8. Nos mahines sont déterministes : δ est une fontion et non une relation. Pour l'heure, elanous su�t. Les mahines non-déterministes seront introduites quand ela sera néessaire.La dé�nition suivante donne la sémantique d'un alul de la mahine de Turing où la bande estvue omme deux mots �nis dont la onaténation est le ontenu signi�atif de la bande omplétééventuellement par un ou plusieurs blans. Le seond mot est non vide et la tête de leture pointesur sa première lettre. La on�guration est alors un triplet omposé des deux mots et d'un état.Dé�nition 2.1.2 1. Une on�guration de la mahine M = (Q, q0,Σ, δ, {B, $}) est un triplet
γ = (w, q, w′) où w,w′ ∈ Σ∗, q ∈ Q ∪ {aept, rejet} et w′ 6= ǫ.2. Étant donné w0 ∈ Σ∗, la on�guration initiale sur l'entrée (ou la donnée) w0 est (ǫ, q0, $w0).3. Les on�guration �nales sont elles de la forme (w, q, w′) telles que q ∈ {aept, rejet}.4. M peut faire un mouvement de (w, q, aw′) vers (w1, q1, w

′
1), e que l'on note (w, q, aw′) ⊢

(w1, q1, w
′
1) ssi on est dans l'un des as suivants :� w1 = wb,w′1 = w′B si δ(q, a) = (q1, b,→) ;� w1 = w,w′1 = bw′ si δ(q, a) = (q1, b, ↓) ;� w = w1c, w′1 = cbw′ si δ(q, a) = (q1, b,←).Les mouvements gauhe et droit sont représentés dans la �gure 2.1.

Dé�nition 2.1.3 Un alul d'une mahine M sur un mot w est une suite de on�gurations
γ0, γi, . . . , γn, . . . telle que γ0 = (ǫ, q0, $w) et ∀i > 0. γi−1 ⊢ γi. De plus, ette suite ne peut être�nie que si elle s'ahève sur une on�guration �nale.Exemple 2.1.1 Soit M la mahine dont la fontion de transition est donnée par la table :

$ 0 1 B
q0 q0, $,→ q0, 0,→ q1, 0,→ aept, 0, ↓
q1 q0, 1,→ q1, 1,→ aept, 1, ↓On déroulera un alul de la mahine sur le mot d'entrée 0110.Dé�nition 2.1.4 Une mahine de Turing à k rubans est un tuple (Q, q0,Σ, δ, {B, $}) où4
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� Q est un ensemble �ni d'états� q0 ∈ Q est l'état initial� Σ est un ensemble �ni de symboles� B, $ ∈ Σ� Pour tout i ≤ k, QB,i est un sous-ensemble d'états qui permet l'ériture de B sur le ruban i� δ est une appliation de Q × Σk dans (Q ∪ {aept, rejet}) × (Σ × {←, ↓,→})k véri�antdes ontraintes similaires à elles d'une mahine à un ruban.La dé�nition de on�guration s'étend à k rubans : il su�t de onsidérer ette fois les k ontenusdes rubans et les k positions des têtes de leture. La on�guration initiale ne ontient de symbolesnon blan ou $ que sur le premier ruban. La dé�nition de mots aeptés, rejetés, et., s'étend.Pour le alul des fontions, on distingue un ruban d'entrée ontenant la donnée et un ruban desortie ontenant le résultat.Exemple 2.1.2 Nous donnons, sous la forme d'une table, la fontion de transition d'une mahineà deux rubans qui additionne deux nombres érits en binaire de droite à gauhe.
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Nous antiipons les notions de omplexité pour indiquer que la prise en ompte de la omplexitéspatiale néessite de distinguer les entrées et les sorties des données de travail.Dé�nition 2.1.5 Une mahine de Turing I/O est une mahine à k + 2 rubans dont le premierruban est appellé le ruban d'entrée et le dernier ruban est appelé le ruban de sortie qui véri�e :� on n'érit jamais1 sur le ruban de leture ;� les transitions ne dépendent jamais du ontenu du ruban d'ériture.1Il s'agit d'un abus de langage puisque une MT érit toujours un symbole sur le ruban, lors de haque transition.Simplement on veut dire qu'elle érit le symbole qu'elle vient de lire et que le ontenu du ruban n'est jamais modi�é.
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De ette façon, on peut avoir des mahines de Turing travaillant ave une taille d'espae,fontion logarithmique de la taille de l'entrée. Cei sera formalisé bient�t.
2.2 Programmer ave des mahines de Turing (LWHILE)Les mahines de Turing onstituent un modèle de bas niveau. Cependant même ave un modèlede si bas niveau, il est possible de fabriquer rapidement un langage de programmation pour lesentiers.Tout d'abord, haque ruban orrespondra à une variable entière odée en binaire dont le bitde poids le plus fort est situé à droite du $. Don un mot in�ni sur le ruban représentant un entiers'érit $(0 + 1(0 + 1)∗)B∞A�n d'obtenir un langage de programmation, il nous faut implémenter les instrutions élé-mentaires (opie, inrémentation, dérémentation) et les strutures de ontr�le : if , while et laonaténation. Nous appelons e langage LWHILE.Pour les strutures de ontr�le, on suppose que l'on a déjà traduit les blos de la struturepar des mahines de Turing toutes travaillant sur les mêmes bandes. Chaque mahine de Turinglorsqu'elle se termine renvoie vrai si elle se termine dans l'état qY et faux dans l'état qN .Nous nous bornerons à développer deux as :� l'instrution élémentaire x := x−1 qui si x = 0 renvoie vrai et sinon dérémente x et renvoiefaux.� la boule while MT1 do MT2 qui exéute la mahine MT2 tant que la mahine MT1 renvoievrai.La mahine de Turing orrespondant à x := x− 1 ommene par tester si x = 0 :

δ(qI , 0) = (qY , 0, ↓), δ(qI , 1) = (qs, 1,→)Dans le as ontraire, elle va au bout de l'entier :
∀x ∈ {0, 1} δ(qs, x) = (qs, x,→), δ(qs, B) = (qd, B,←)Puis elle dérémente ave retenue :

δ(qd, 1) = (qe, 0,←), δ(qd, 0) = (qd, 1,←)Elle s'arrête à gauhe ... :
∀x ∈ {0, 1} δ(qe, x) = (qe, x,←), δ(qd, $) = (qt, $,→)Et repart à droite pour savoir s'il faut enlever le 0 de tête :
∀x ∈ {0, 1} δ(qt, 1) = (qN , 1, ↓), δ(qt, 0) = (q′s, 0,→)Dans le as d'une normalisation (nombre 01111 . . . 1), elle va au bout de l'entier :
∀x ∈ {0, 1} δ(q′s, x) = (q′s, x,→), δ(q′s, B) = (q′d, B,←)Puis reopie les 1 sur sa droite :

δ(q′d, 1) = (q1, B,←)
δ(q1, 0) = (q1, 1,←), δ(q1, 1) = (q1, 1,←), δ(q1, $) = (qN , $,←)La mahine de Turing implémentant le while fontionne ainsi.� Elle inlut des opies des mahines MT1 et MT2 de telle façon que les ensembles d'étatssoient disjoints.� Son état initial est l'état initial de MT1.� Les transitions vers qY de MT1 sont redirigées vers l'état initial de MT2.� Les transitions vers qY , qN de MT2 sont redirigées vers l'état initial de MT1.Ainsi il est maintenant immédiat d'e�etuer une addition, une mutipliation, et, uniquementà partir de dérémentations et d'inrémentations. Ce ourt développement est une illustration dela thèse de Churh.

2.3 Fontions alulables, langages déidables, omplexité dealulSi la mahineM s'arrête sur la donnée x, soit (w1, q, w2) la on�guration �nale (q ∈ {aept, rejet}).On note M(x) le mot obtenu en retirant à w1w2 le $ de tête et les blans de �n de mot. Si M ne6



s'arrête pas sur la donnée x, par onvention, M(x) =⊥.Dé�nition 2.3.1 Si f est une appliation de D ⊆ (Σ \ {B, $})∗ dans Σ∗, M alule f si, pourtout w ∈ D, M(w) = f(w). Si une telle mahine de Turing existe, f est dite alulable.Observons qu'une telle mahine de Turing s'arrête toujours (au moins pour les entrées liites).La notion de fontion alulable s'étend aux entiers. Les entiers sont odés en base 2 par desmots de 0 + 1(0 + 1)∗ ; on note n le odage de n ∈ N. Une fontion f de N dans N est alulablesi la fontion qui, pour tout n dans le domaine de dé�nition de f , assoie à n le mot f(n) estalulable.Pour les fontions à deux arguments (de Σ∗ × Σ∗ dans Σ∗), on se ramène aux fontions de
(Σ ⊎ {#})∗ dans (Σ ⊎ {#})∗, dé�nies seulement pour les mots w#w′.Proposition 2.3.1 Quand on représente les entiers naturels par des mots du langage 0+1(0+1)∗,les fontions arithmétiques suivantes sont alulables :� (n,m) 7→ n+m ;� (n,m) 7→ n×m ;� (n,m) 7→ nm (fontion non dé�nie pour n = m = 0).PreuveLa preuve est immédiate d'après la onstrution de notre mini-langage de programmation..q.f.d. ♦♦♦Dé�nition 2.3.2 Soit un langage L ⊆ (Σ \ {B, $})∗ et une MT M .� M déide L si, pour tout w ∈ (Σ \ {B})∗, il existe un (unique) alul de M de la forme

γ0 ⊢ · · · γi ⊢ · · · partant de γ0 = (ǫ, q0, $w) et, terminant en γn = (w1,aept, w2) si w ∈ Let γn = (w1, rejet, w2) si w /∈ L, ei pour ertains n, w1, et w2.� M aepte L si, pour tout mot w ∈ (Σ \ {B})∗, ou bien w ∈ L et il existe un alul de Mpartant de γ0 et s'arrêtant sur une on�guration aept, ou bien w /∈ L et soit M s'arrêteen éhe, soit M ne s'arrête pas sur w.� L est réursif s'il existe une MT qui déide L.� L est réursivement énumérable s'il existe une MT qui aepte L.� L est o-réursivement énumérable si son omplémentaire est réursivement énumérable.On notera L(M) l'ensemble des mots aeptés par une mahine M .Remarques1. L réursif ssi la fontion aratéristique de L est alulable2. Si L est réursif, alors L est réursivement énumérable.Théorème 2.3.2 Il existe des langages non réursivement énumérablesPreuveOn peut utiliser un argument de ardinalité. Mais aussi un langage expliite : wi est une énumé-ration des mots, Mi une énumération des mahines de Turing (es ensembles étant dénombrables,on admet ii onnue une numérotation), L = {wi | wi /∈ L(Mi)} n'est pas r.e. En e�et, s'il existaitune mahine ML telle que, w ∈ L ssi ML s'arrête sur w ave suès, alors soit Mi = ML :
wi /∈ L(Mi)⇔ wi ∈ L⇔ wi ∈ L(Mi)Ce qui est absurde. .q.f.d. ♦♦♦Proposition 2.3.3 Si f : (Σ \ {B, $})∗ → (Σ \ {B, $})∗ est alulable, alors :1. Pour toute fontion g alulable, g ◦ f est alulable.7



2. Si L est réursif, alors f−1(L) est réursif.3. Si L est réursivement énumérable, alors f−1(L) est réursivement énumérable.PreuveSoient Mf = (Qf , q0,f ,Σ, δf , {B, $}) une mahine qui alule f et Mg = (Qg, q0,g,Σ, δg, {B, $})qui alule g (resp. déide L, resp. aepte L). On exhibe une mahine Mg◦f qui alule g ◦ fomme suit :� Qg◦f
def

= Qg⊎Qf ⊎{q+} ontient tous les états deMf , deMg, ainsi qu'un état supplémentaire
q+ ;� l'état initial q0,g◦f

def

= q0,f est hérité de Mf ;� la fontion de transition δg◦f ombine δf et δg omme suit :� si q ∈ Qf et δf (q, a) = (q′, b, d) ave q′ ∈ Qf , alors δg◦f (q, a)
def

= (q′, b, d) ;� si q ∈ Qf et δf (q, a) = (q′, b, d) ave q′ ∈ {aept, rejet}, alors δg◦f (q, a)
def

= (q+, b, d) ;� si a 6= $, alors δg◦f (q+, a)
def

= (q+, a,←) ;� si δg(q0,g, $) = (q, b, d), alors δ(q+, $)
def

= (q, b, d) ;� si q ∈ Qg et δg(q, a) = (q′, b, d), alors δg◦f (q, a)
def

= (q′, b, d).Si w ∈ (Σ \ {B, $})∗, alors, par hypothèse, Mf s'arrête après nw étapes et Mf (w) = f(w). Lamahine Mg◦f arrive après nw étapes dans une on�guration (w1, qi, w2) telle que w1 ·w2 = f(w).Après au plus |Mf (w)| étapes, la mahine Mg◦f est dans la on�guration initiale de Mg sur f(w)..q.f.d. ♦♦♦Théorème 2.3.4 Un langage est réursif ssi il est réursivement énumérable et o-réursivementénumérable.PreuveSi un langage est réursif, alors son omplémentaire l'est aussi. Un sens de l'impliation est donimmédiat. Si maintenant L est réursivement énumérable et o-réursivement énumérable, soient
ML et ML les mahines qui aeptent respetivement L et L. On onstruit alors une mahine Mà deux rubans, qui ommene par reopier sa donnée sur le seond ruban, puis e�etue alternati-vement un mouvement de ML sur le premier ruban et un mouvement de ML sur le seond ruban.Dès que l'une des mahines va entrer dans aept, la mahine M s'arrête : en aept si 'est MLqui a aepté, et en rejet si 'est ML qui a aepté. On dé�nit symétriquement les transitionslorsque l'une des mahines ML ou ML est sur le point de rejeter.Pour toute entrée w, ou bien w ∈ L et ML s'arrête en aept (et ML ou bien ne s'arrête pasou bien s'arrête en rejet). Dans e as, M s'arrête, ou bien quand M va aepter ou bien quand
ML va rejeter. Dans les deux as M aepte w.Ou bien w /∈ L et dans e as ML s'arrête en aept sur w (et ML pu bien ne s'arrête pas, oubien s'arrête en rejet). Dans e as, omme i-dessus, M s'arrête en rejet.Don, sur toute entrée w, M s'arrête. De plus w ∈ L ssi M aepte w. .q.f.d. ♦♦♦Dé�nition 2.3.3 Le temps de alul d'une mahine de Turing à k rubans sur la donnée w est lenombre de mouvements de la mahine de Turing depuis la on�guration initiale (ǫ, q0, $w) jusqu'àl'arrêt de la mahine. On dit que � M alule en temps f(n) � si, pour toute donnée w de taille(nombre de symboles) inférieure ou égale à n, le temps de alul de M sur w est inférieur ou égalà f(n).L'espae de alul d'une mahine de Turing I/O sur la donnée w est la longueur maximale d'unmot (privé de ses blans �naux) insrit sur les rubans de travail au ours du alul de la mahinesur w. On dit que � M alule en espae f(n) � si, pour toute donnée w de taille inférieure ouégale à n, l'espae de alul de M sur w est inférieur ou égal à f(n).On peut alors dé�nir les lasses de omplexité :
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Dé�nition 2.3.4 Si le langage L (resp. la fontion f) est déidé (resp. alulée) par une mahinede Turing à k rubans en temps g(n), on dit que L ∈ Time(g(n)) (resp. f ∈ Time(g(n))).Si le langage L (resp. la fontion f) est déidé (resp. alulée) par une mahine de Turing I/Oen espae g(n) on dit que L ∈ Spae(g(n)) (resp. f ∈ Spae(g(n))).
2.4 Equivalene de types de mahinesIl y en a beauoup. Par exemple :Théorème 2.4.1 Pour toute mahine de Turing M , on peut onstruire une mahine de Turing
M ′ qui n'a que deux états et telle que L(M) = L(M ′)PreuveL'idée est la suivante : on suppose les états de M totalement ordonnés : soient q1, . . . , qn es états.À une on�guration a1 · · · an, qi, an+1 · · · am de M orrespond une on�guration
(q0, a1,⊳) · · · (q0, an,⊳)Q0(qi, an+1, α)(q0, an+2,⊲) · · · où α ∈ {⊳d,⊲d,⊳i,⊲i}.Une transition qi, a 7→ qj , a

′,→ orrespond par exemple aux transitions :
Q0, (qi, a, α) 7→ Q1, (qj−1, a

′,⊳d),→
Q1, (qk, b,⊲) 7→ Q1(qk+1, b,⊲i),←
Q1, (qk, b,⊲i) 7→ Q1(qk+1, b,⊲i),←
Q1, (qk, b,⊳d) 7→ Q1(qk−1, b,⊳d),→ Si k ≥ 1
Q1, (q0, b,⊳d) 7→ Q0, (q0, b,⊳),→Une transition qi, a 7→ qj , a

′,← orrespond aux transitions :
Q0, (qi, a, α) 7→ Q1, (qj−1, a

′,⊲d),←
Q1, (qk, b,⊳) 7→ Q1(qk+1, b,⊳i),→
Q1, (qk, b,⊳i) 7→ Q1(qk+1, b,⊳i),→
Q1, (qk, b,⊲d) 7→ Q1(qk−1, b,⊲d),← Si k ≥ 1
Q1, (q0, b,⊲d) 7→ Q0, (q0, b,⊲),←Expliquons omment fontionne la mahine lorsqu'elle va par exemple à droite. Elle remplaesur le aratère ourant qi par qj−1 puis par une suite d'aller-retour � dérémente � qj sur learatère ourant et � inrémente � q0 sur le aratère suivant. Elle termine lorsque le aratèreourant porte q0. Voii un exemple de déroulement ave la transition q5, a 7→ q2, a

′,→ :
Q0(q5, a, α)(q0, b,⊲)
(q1, a

′,⊳d)Q1(q0, b,⊲)
Q1(q1, a

′,⊳d)(q1, b,⊲i)
(q0, a

′,⊳d)Q1(q1, b,⊲i)
Q1(q0, a

′,⊳d)(q2, b,⊲i)
(q0, a

′,⊳)Q0(q2, b,⊲i)Il faut en plus une phase d'initialisation (qui n'utilise que Q0) et onsidérer les blans omme
(q0, B,⊲) dans les transitions i-dessus.Au total on utilisera un alphabet Σ′ = Σ ⊎Q ⊎ {q0} × Σ× {⊳,⊲,⊳d,⊲d,⊳i,⊲i}..q.f.d. ♦♦♦Théorème 2.4.2 Si M est une mahine de Turing à k rubans alulant en temps f(n) ≥ n,alors il existe une mahine de Turing M ′ à 1 ruban, alulant en temps O(f(n)2) et telle que
M(x) = M ′(x) pour tout x.PreuveVoir le TD .q.f.d. ♦♦♦9



Corollaire 2.4.3 Les fontions alulables (resp. les langages r.é.) pour une mahine à k rubanssont les mêmes que pour une mahine à un ruban.
2.5 Mahine de Turing universelle et problème de l'arrêtOn peut onstruire une MT universelle U qui, étant donné <M,w> exéute M sur w :
U(<M,w>) = M(w). Le odage <M,w> est dé�ni par :� <M,w> = <M>;<w>� <(Q, q0,Σ, δ, {B, $})> = <Q>dΣ<Σ>dδ<δ>fδ� <Q> =

1+⌊log2 |Q|⌋︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 : il y a autant de zéros que dans l'ériture en binaire du nombre d'élémentsde Q. On suppose les états odés par des entiers 1, . . . , |Q| et q0 = 1, ave des 0 devant defaçon à avoir tous même longueur.� <Σ> =

⌊log2 |Σ|⌋︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 : on suppose que B et $ orrespondent aux entiers 1 et 10 en binaire. Tousles symboles de Σ sont représentés par des entiers en binaire, omplétés le as éhéant pardes 0 à gauhe, de manière à e qu'ils aient tous même longueur.� <δ> est odé omme suit : 'est une séquene de règles érites sous la forme c(q), c(a) 7→

c(q′), c(b),m; où le odage des états et symboles est par leur représentation binaire� <aw> = c(a)<w>.Le odage <M,w> peut aussi n'utiliser qu'un alphabet de deux symboles : il su�t de reoderl'ensemble des symboles utilisés en binaire, e que nous ne faisons pas pour des raisons de lisibilité.Théorème 2.5.1 Le langage universel LU = {<M,w> | w ∈ L(M)} est réursivement énumé-rable.PreuveOn utilise deux rubans sans perdre de généralité d'après le théorème 2.4.2.On utilisera l'alphabet ΣU = {0 1 0′ 1′ ; , dΣ dδ fδ 7→ → ↓ ← B $}. On peut sans di�ultéramener et alphabet à 2 symboles (en plus de B et $) omme vu en exerie.La mahine universelle ommene par érire la on�guration initiale sur le deuxième ruban.Puis, si γ 7→M γ′, alors on peut passer du odage de γ au odage de γ′ (sur le deuxième ruban)par M ′. Quand M aepte, M ′ aussi.Pour la deuxième phase (simulation des mouvements de M), on proède omme suit :1. Se plaer au début de la première transition sur le premier ruban et au début de l'état surle seond ruban.2. On progresse simultanément sur les deux rubans tant que les symboles sont identiques, touten marquant les symboles du seond ruban.3. En as d'éhe (mismath), on progresse jusqu'au début de la transition suivante sur lepremier ruban et, sur le deuxième, on revient au début du ode de l'état (en démarquant)4. En as de suès, on passe à la leture des symboles, d'une part sur le premier ruban etd'autre part sur le seond. En as d'éhe, on proède omme pour les éhes sur les états.En as de suès (on arrive dans une phase de reonnaissane au symbole 7→), passer à l'étapesuivante5. Si le résultat de la transition de M est →, a′, q′, on remplae simplement , q, a par a′, q′,(i.e. on se plae juste avant le début de l'état puis on reopie la �n de la transition). Il fautensuite remplaer éventuellement le symbole blan qui suit l'état par son ode.6. Si le résultat de la transition de M est ←, a′, q′, 'est un peu plus déliat, puisqu'il fauttranslater le symbole préédant , q, de |<Q>| + 2 vers la droite ; on utilise ii que les odesdes états ont tous même longueur. .q.f.d. ♦♦♦10



En termes moins tehniques, une mahine de Turing universelle est un interpréteur de ma-hine de Turing et pourrait être obtenue en la programmant dans un langage quelonque puis� ompilée � en mahine de Turing.Remarquons que les odages sont alulables. Par exemple :Lemme 2.5.2 La fontion qui à <M> assoie <M,<M>> est alulable.PreuveEn e�et, il su�t de reoder <M> une deuxième fois en utilisant les odages des symboles 0 et 1.Preuve
Théorème 2.5.3 LU n'est pas o-réursivement énumérable (et don pas réursif).Preuve
LU = {<M,w> | w /∈ L(M)}. Si e langage était r.é, soit MN une mahine de Turing telle que
L(MN ) = LU . On onstruit alors une mahine de Turing D telle que L(D) = {<M> | <M> /∈
L(M)} : sur la donnée <M>, D simplement reopie le ode de M pour obtenir <M,<M>> puisapplique MN . Mais alors,

<D> ∈ L(D)⇐⇒ <D> /∈ L(D)Ce qui est absurde. .q.f.d. ♦♦♦Le problème de l'arrêt dont l'intérêt pratique est évident est malheureusement indéidable.Théorème 2.5.4 Larret = {<M,x> |M(x) 6=⊥} est réursivement énumérable et pas o-réursivementénumérable (don indéidable).PreuveTout d'abord, Larret est réursivement énumérable : onsidérons la mahineMarret qui, étant donné
<M,x>, simule la mahine universelle et, quand elle-i est sur le point d'aepter ou de rejeter,aepte. Marret aepte Larret.Si Larret était o-réursivement énumérable, soit Marret une mahine qui aepte Larret. Ononstruit alors la mahine H qui aepte {<M> | M(<M>) =⊥} omme suit : H ommenepar dupliquer <M>, érivant <M,<M>>, puis applique Marret. Si Marret est sur le point des'arrêter en rejet, H entre dans un état spéial, où H se déplae indé�niment vers la droite sansrien faire (et don ne s'arrête pas).

<H> ∈ L(H) si et seulement si H(<H>) =⊥. Mais, omme H ne rejette auun mot, H(x) =⊥si et seulement si x /∈ L(H). Don H(<H>) =⊥ si et seulement si <H> /∈ L(H). Absurde. Iln'existe don auune mahine de Turing qui aepte Larret. .q.f.d. ♦♦♦
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Chapitre 3
Rédutions :quelques problèmes indéidables
3.1 RédutionsD'une manière générale, on posera les problèmes de la façon suivante :Donnée : D ∈ SQuestion : Qoù S est un ensemble réursif et Q ⊆ S. Il s'agit d'une façon d'érire l'ensemble {D ∈ S | Q}où Q est ette fois vu omme un prédiat. On se passe le plus souvent de parler du odage de ladonnée. Par exemple, on éritDonnée : M,w où M est une mahine de Turing et w ∈ {0, 1}∗Question : M s'arrête-t-elle sur w ?est indéidable.Cet énoné est une façon de dire que {<M,w> |M(w) 6=⊥} n'est pas réursif.Pour montrer qu'un problème, donné sous ette forme, est indéidable, on proède souvent parrédution d'un problème onnu pour être indéidable : Si P1 est le problèmeDonnée : D1 ∈ S1Question : Q1est indéidable, et P2 est le problèmeDonnée : D2 ∈ S2Question : Q2Pour prouver que P2 est indéidable, il su�t d'exhiber une fontion réursive f : S1 → S2 telleque, pour toute donnée D1 ∈ S1, D1 ∈ Q1 ⇐⇒ f(D1) ∈ Q2. Voii un premier exemple.Proposition 3.1.1 (L'arrêt universel) Le problème suivant est indéidable :Donnée : une mahine de Turing MQuestion : M s'arrête-t-elle sur toutes les données ?PreuveOn réduit le problème de l'arrêt : on onsidère la fontion f qui à <M,x> assoie <Mx> où Mxest la mahine qui érit x puis simule M sur x (sans tenir ompte de l'entrée). f est une fontionalulable : il su�t en e�et d'ajouter |x|+2 états àM , qui permettent d'e�aer le ruban et d'érire
x. De plus, Mx s'arrête sur toute entrée si et seulement si M s'arrête sur x. .q.f.d. ♦♦♦
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3.2 Théorème de RieThéorème 3.2.1 Si P est une propriété non triviale des langages réursivement énumérables,alors P est indéidable.Nous donnons i-dessus l'énoné �lassique�, mais en voii une version plus préise :Pour tout ensemble P de (odes de) mahines de Turing tel que :1. pour toutes mahines M,M ′ si <M> ∈ P et L(M) = L(M ′) alors <M ′> ∈ P2. on peut exhiber des mahines M1,M2 telles que <M1> ∈ P et <M2> /∈ Palors le problème suivant est indéidable :Donnée : <M>Question : <M> ∈ P ?PreuvePour prouver e résultat, nous utiliserons une rédution du problème de l'arrêt, un type de rédu-tion qui sera très fréquemment utilisé par la suite.Soit P un sous-ensemble non-trivial des langages réursivement énumérables. P est réursif ssi
P est réursif. Notons M∅ une mahine dont le langage est vide.En passant au omplémentaire si néessaire, on peut supposer sans perte de généralité que
<M∅> /∈ P. D'après nos hypothèses, il existe une mahine ML t.q <ML> ∈ P. On note L =
L(ML) 6= ∅.On réduit le problème de l'arrêt au problème de l'appartenane à P en onstruisant, à partir dela donnée <M,x> du problème de l'arrêt, une donnée <M<M,x>> du problème de l'appartenaneà P, telle que <M<M,x>> ∈ P ssi M s'arrête sur x.Etant donnée une entrée y, M<M,x> simule l'exéution de M sur x puis en as de suèssimule l'exéution de ML sur y. On observe que L(M<M,x>) ∈ {L, ∅} et que <M<M,x>> ∈ P ssi
M s'arrête sur x. .q.f.d. ♦♦♦Les appliations du théorème de Rie sont nombreuses. En voii quelques unes :� Soit un mot w �xé, la question w ∈ L(M) est indéidable.En partiulier la question ε ∈ L(M) est indéidable.� La question L(M) = ∅ est indéidable.� La question L(M) est �ni est indéidable.� La question L(M) est un langage régulier est indéidable.Montrons à l'aide du théorème de Rie, que la question �M s'arrête-t-elle sur le mot vide ?� estindéidable. Si 'était le as alors on saurait déider le problème si ε ∈ L(M). En e�et, on répondd'abord à la question �M s'arrête-t-elle sur le mot vide ?�. Si M ne s'arrête pas, alors ε /∈ L(M).Sinon on exéute la mahine M sur le mot vide pour avoir la réponse.
3.3 Problème de pavagesLe problème de pavage de N×N (les dé�nitions sont semblables pour d'autres sous-ensemblesde Z× Z) est dé�ni par :Donnée : un ensemble �ni T = {t0, . . . , tk} de tuiles dont t0 est une tuile distinguée et deuxsous-ensembles H,V de T × T . (Les relations de ompatibilité horizontale et vertiale).Question : existe-t-il une fontion de pavage f : N × N 7→ T telle que f(1, 1) = t0 et, pour tout

i, j ∈ N, (f(i, j), f(i+ 1, j)) ∈ H, (f(i, j), f(i, j + 1)) ∈ V .Théorème 3.3.1 Le problème de savoir, étant donnés T, t0, V,H si N× N est pavable, est indé-idable.
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PreuveOn réduit le problème de l'arrêt d'une mahine sur le mot vide. Soit M une mahine.On hoisit pour T = (Σ∪Q)4 ∩Σ∗(Q+ ǫ)Σ∗ (autrement dit, les mots de longueur 4 ontenantau plus un symbole de Q).
H = {(atc, tcb) | atc, tcb ∈ T, a, c, b, t ∈ Σ ∪Q, c = B ⇒ b = B}

V = { (αqaβ, αa′q′β) | αβ ∈ Σ, a ∈ Σ, q ∈ Q, δ(q, a) = (q′, a′,→) }
∪ { (αq, αa′) | α ∈ Σ2, a′ ∈ Σ, q ∈ Q, δ(q, a) = (q′, a′,→) }
∪ { (aα, q′α) | α ∈ Σ2, q ∈ Q, δ(q, a) = (q′, a′,→) }
∪ { (bqa, qba′) |a, b ∈ Σ, q ∈ Q, δ(q, a) = (q′, a′,←) }
∪ { (qaβ, ba′β) | β ∈ Σ, a, b ∈ Σ, q ∈ Q, δ(q, a) = (q′, a′,←) }
∪ { (βa, βq′) | β ∈ Σ2, a ∈ Σ, δ(q, a) = (q′, a′,←) }
∪ { (αqaβ, αq′a′β) | αβ ∈ Σ, a ∈ Σ, q ∈ Q, δ(q, a) = (q′, a′, ↓) }
∪ { (αq, αq′) | α ∈ Σ2, q ∈ Q, δ(q, a) = (q′, a′, ↓) }
∪ { (α, α) | α ∈ Σ3 }En�n, on demande que le pavage satisfasse f(1, 1) = q0$B.Un pavage des n premières lignes horizontales du quart de plan supérieur orrespond alors àune suession de n on�gurations de la mahine de Turing, à partir de la on�guration initiale.Plus préisément, si l'on ne retient que la première lettre de haque tuile de la ligne n, on obtientla nème on�guration de M .On montre e résultat par réurrene sur n :� pour n = 1, la première ligne ontient la on�guration initiale ; f(1, 1) = q0$B et don

f(1, 2) = $BB et pour m ≥ 3, f(1,m) = BBB.� Si la suite des premières lettres des tuiles de la ligne n est une on�guration γ = w1qaw2 dela mahine de Turing, alors la suite des première lettres des tuiles de la ligne n + 1 est laon�guration suivante de la mahine : soit m la position de q dans γ. Supposons d'abord que
m > 1. Pour m−1 ≥ p ≥ max(1,m−2), f(n, p) = w′1bqaw

′
2 où w′1b est le su�xe de longueur

m − p de w1 et w′2 est le pré�xe de longueur p+ 2 −m de w2, éventuellement omplété deblans.
f(n+ 1, p) est alors donné par :� w′1qba

′w′2 si δ(q, a) = (q′, a′,←),� w′1bqa
′w′2 si δ(q, a) = (q′, a′, ↓),� w′1ba
′q′w′2 si δ(q, a) = (q′, a′,→).On onlut, grâe aux ompatibilités vertiales. Par exemple, p ≥ m+ 2, alors f(n, p) ∈ Σ4et f(n + 1, p) = f(n, p). En e�et, les seules tuiles vertiales ompatibles sont (α, α) et

(αb, αq′) (ave δ(q, a) = (q′, a′,←)). Mais on montre que e dernier as n'est pas possibleen onsidérant f(n, p + 1) : omme p > m + 1, f(n, p+ 1) ∈ Σ4 et don, par ompatibilitévertiale, f(n + 1, p + 1) ∈ Σ4 ∪ Q · Σ3. Si l'on avait f(n + 1, p) = αq′, on aurait une tuilehorizontale de la forme (αq′, βq′′) ou (αq′, β), e qui n'est pas le as.De même, pour p < m−3, f(n+1, p) = f(n, p). Restent les as p = m−3, p = m, p = m+1pour lesquels on montre par ompatibilités horizontale et vertiale que l'on obtient les lettresvoulues.En�n, si m = 1, le seul mouvement possible est à droite et la seule tuile vertiale possibleimpose f(n + 1, 1) = $q′w′ si δ(q, $) = (q′, $,→). Puis, pour p > 2, f(n + 1, p) = f(n, p)omme i-dessus et f(n+ 1, 2) = q′w′b par ompatibilités vertiale et horizontale..q.f.d. ♦♦♦Nous énonçons sans preuve (ar elle est très di�ile) l'indéidabilité du problème sans tuiledistinguée.Théorème 3.3.2 Le problème de savoir, étant donnés T, V,H si Z×Z est pavable, est indéidable.14



PreuveLa preuve peut être onsultée dans [3℄ (appendix A). .q.f.d. ♦♦♦A partir de e résultat, on peut aussi déduire un résultat sur N × N. Au préalable, nousintroduisons le lemme de König qu'on retrouve dans de nombreuses preuves.Lemme 3.3.3 (Lemme de Koenig) Soit A un arbre de degré �ni (i.e. tout noeud admet unnombre �ni de suesseurs) et omportant un nombre de noeuds in�ni ; alors A admet une branhein�nie.PreuveNous exhibons la branhe in�nie de la manière suivante. Partant de la raine, on hoisit l'un dessuesseurs de elle-i dont le sous-arbre a un nombre in�ni de noeuds. Il en existe au moins un arle nombre de suesseurs est �ni. En itérant e proédé au niveau de haque nouveau sous-arbrehoisi, on onstruit la branhe in�nie. .q.f.d. ♦♦♦Théorème 3.3.4 Le problème de savoir, étant donnés T, V,H si N×N est pavable, est indéidable.PreuveNous a�rmons que l'existene d'un pavage dans N × N est équivalent à l'existene d'un pavagedans Z × Z. Si on dispose d'un pavage dans Z × Z alors par tronature on obtient un pavage de
N× N.Supposons qu'on dispose d'un pavage de N × N. On onstruit un arbre de pavages �nis. Laraine est l'unique pavage de la surfae vide. A une hauteur i, se trouvent les di�érents pavagesdu arré [−i, i]× [−i, i]. Un pavage de [−i−1, i+1]× [−i−1, i+1] a pour père l'unique pavage de
[−i, i]× [−i, i] dont il est l'extension. En raison de l'existene du pavage de N×N, il y a des noeudsà toutes les hauteurs. Le lemme de König assure l'existene d'une séquene in�nie de pavages
{Pi}i∈N. ⋃

i∈N
Pi est le pavage reherhé. .q.f.d. ♦♦♦

3.4 Problème de orrespondane de PostLe problème de orrespondane de Post (PCP) :Donnée : Deux suites de mots �nies (u1, . . . , un) et (v1, . . . , vn) de même longueurQuestion : existe-t-il un entier k > 0 et une suite d'indies i1, . . . , ik tels que
ui1 · · ·uik = vi1 · · · vikPar exemple, soient (ui, vi)i=1,...,4 donnés par

i 1 2 3 4

ui a b ca abc
vi ab ca a cCette instane de PCP a une solution (12314).Une variante de e problème est le PCP ontraint :Donnée : Deux suites de mots �nies (u1, . . . , un) et (v1, . . . , vn) de même longueurQuestion : existe-t-il un entier k > 0 et une suite d'indies i1 = 1, . . . , ik tels que
ui1 · · ·uik = vi1 · · · vik15



Théorème 3.4.1 Le PCP ontraint est indéidable.PreuveOn réduit le problème de l'arrêt sur le mot vide. Soit M une mahine de Turing. On note qf leseul état d'arrêt de M . Les paires de mots de PCP ontraint sont :mots vi (dans l'ordre) mots ui orrespondant
1. ⊳ ⊳q0$⋆
2. a a pour a ∈ Σ
3. qa a′q′ Si δ(q, a) = q′, a′,→
4. aqb q′ab′ si δ(q, b) = q′, b′,←
5. qa q′a′ si δ(q, a) = q′, a′, ↓
6. q⋆ aq′⋆ si δ(q,B) = q′, a′,→
7. bq⋆ q′ba′⋆ si δ(q,B) = q′, a′,←
8. q⋆ q′a⋆ si δ(q,B) = q′, a′, ↓
9. ⋆ ⋆
10. qfa aqf
11. qf⋆ qe⋆
12. aqe⋆ qe⋆
13. $qe ⋆⊲ ⊲Expliquons le prinipe de la rédution. A l'aide des orrespondanes de 1 à 10 on ne peut fabriquer(sans bloage ultérieur) qu'une paire de phrases u = ui1 . . . uin et v = vi1 . . . vinMontrons que PCP ontraint a une solution ssi M s'arrête sur le mot vide :Si M s'arrête sur le mot vide Soit s1 = q0$ ⊢ · · · ⊢ wkqfw

′
k = sk le alul de M sur le motvide (les blans en �n de ruban n'apparaissent pas dans les on�gurations). Pour tout i < k,

si, si+1 sont de l'une des formes suivantes :� si = tiqawi et si+1 = tia
′q′wi ave δ(q, a) = q′, a′,→� si = tiaqbwi et si+1 = tiq
′ab′wi ave δ(q, b) = q′, b′,←� si = tiqawi et si+1 = tiq
′a′wi ave δ(q, a) = q′, a′, ↓� L'un des as i-dessus en retirant la partie à droite de q (tête de leture à droite duruban)...Dans haque as, on remarque que si⋆ peut s'érire omme la onaténation vm1

· · · vmiet si+1⋆ s'érit omme la onaténation um1
· · ·umi

. Par exemple, dans le premier as :On utilise |ti| fois la orrespondane 2, puis une fois la orrespondane 3, puis |wi| fois laorrespondane 2, puis la orrespondane 9.On obtient alors une solution de PCP ontraint omme suit :
1 2∗3 . . . · · ·
⊳q0$w⋆ s1⋆ · · · sk⋆ wkaqfw

′
k⋆ · · · wnqe⋆ wn−1qe⋆ · · · ⊲

⊳ s0⋆ · · · sk−1⋆ wkqfaw
′
k⋆ · · · wnqf⋆ wn−1aqe⋆ · · · $qe ⋆⊲Réiproquement, si PCP ontraint a une solution Alors montrons que M s'arrête sur lemot vide. Soit ui1 · · ·uim = vi1 · · · vim . On montre, par réurrene sur k qu'il existe un p, etdes mots t, t′ tels que ui1 · · ·uik = ⊳s1 ⋆ · · · sp ⋆ t, vi1 · · · vik = ⊳s1 ⋆ · · · sp−1 ⋆ t

′ et ou bien
sp est une on�guration �nale de la mahine, ou bien� t′ est un pré�xe de sp et t est un pré�xe de sp+1� Si t′ ne ontient pas de symbole d'état et ne se termine pas par ⋆, alors t′ = t, sinon
t′ ⊢M t.Pour k = 1, ui1 = u1 = ⊳q0$w⋆ et vi1 = v1 = ⊳. On a bien, pour p = 1, ui1 = ⊳s1⋆,

t = t′ = ǫ.Si la propriété est vraie pour k, onsidérons la paire suivante uik+1
, vik+1

. Si sp était déjàune on�guration �nale, il n'y a rien à faire. Sinon, sp = t′ · t′p et sp+1 = t · tp. De plus,omme on a une solution de PCP ontraint, vik+1
est un pré�xe de t′p ⋆ tuik+1

. Considéronssuessivement tous les vik+1
possibles : 16



� 1 : impossible ar ⊳ n'apparaît pas dans t′p ⋆ tuik+1� 2 : dans e as, t′p = vik+1
t′′p et on a la propriété voulue� 3, 4, 5 : t′p = vik+1

t′′p , t′ ne ontient pas de symbole d'état, et don t = t′ et t′ · vik+1
⊢M

t · uik+1� 6, 7, 8 : omme t′p ne ontient pas ⋆, t′p⋆ = vik+1
. Don sp⋆ = t′ · vik+1

. De plus, t = t′ et
t · uik+1

= sp+1⋆. Il su�t alors de hoisir des mots vides pour les nouveaux t, t′� 9 : t′p est vide et il su�t de hoisir des mots vides pour les nouveaux t, t′� 10, 11 : l'état �nal a été atteint.� 12 : impossible pour des raisons identiques à 9.� 13 : t′ doit être vide puisque vik+1
est un pré�xe de t′p ⋆ tuik+1

. De plus, on doit avoir
t′p = $qe, e qui n'est pas possible. Ce as n'a pas lieu .q.f.d. ♦♦♦Théorème 3.4.2 Le PCP est indéidable.PreuveOn réduit PCP ontraint à PCP omme suit, en supposant (sans perte de généralité) qu'il n'y apas de paire (ǫ, ǫ).Si (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn) est une instane de PCP ontraint, on onsidère un alphabet aug-menté des lettres •,⊲,⊳ et l'instane de PCP : (⊳u1, u1, . . . , un, •⊲), (⊳•ṽ1, ṽ1, . . . , ṽn,⊲) où

ǫ = ǫ̃ = ǫ et a · w = •aw et ã · w = a•w̃.Si PCP ontraint a une solution ui1 · · ·uim = vi1 · · · vim , alors ⊳ui1 · · ·uim•⊲ = ⊳•ṽi1 · · · ṽim⊲est une solution de PCP.Réiproquement, si PCP admet une solution, notons (u′0, . . . , u
′
n, u
′
n+1) et (v′0, . . . , v

′
n+1) l'ins-tane du problème : il existe une suite d'indies telle que u′i1 · · ·u′im = v′i1 · · · v

′
im
. Notons que, pourtout i, u′i = ǫ ou bien u′i ommene par •, ou bien i = 1. Si u′i1 = ǫ, alors soit k le plus petit indietel que u′ik 6= ǫ. Par hypothèse et par onstrution, v′i1 6= ǫ et sa première lettre est a /∈ {•,⊳}. Àl'inverse, la première lettre de u′ik est dans {•,⊳}. Ce qui est absurde. Il en résulte que u′i1 6= ǫ.Dans e as, la première lettre de u′i1 est dans {•,⊳} et don aussi la première lettre du premier

vik non vide. Ce n'est possible que si i1 = 1 et ette première lettre est ⊳.Soit maintenant φ le morphisme dé�ni sur (Σ ∪ {•,⊳,⊲})∗ par φ(•) = φ(⊳) = φ(⊲) = ǫ et
φ(a) = a sinon. On montre, par réurrene sur k que φ(u′i1 · · ·u

′
ik

) = u1·ui2 · · ·uik et φ(vi1 · · · vik) =
v1 · vi2 · · · vik , si 1 ≤ k < m. Il en résulte que, si PCP a une solution, alors PCP ontraint aussi,en prenant l'image par φ. .q.f.d. ♦♦♦Si tous les mots apparaissant dans les paires sont di�érents de ε alors on peut supprimer lesymbole ⊳ de la première paire. C'est le as du PCP ontraint obtenu par la rédution du problèmede l'arrêt. Par ontre, il est indispensable si ette ontrainte n'est pas véri�ée ainsi que le montrel'exemple suivant.

u1 = b, v1 = ab, u2 = a, v2 = εIl n'existe pas de solution au probleme ontraint et le PCP obtenu admet la solution suivante :
u = (•a)(•b)(•⊲) et v = (ε)(•a•b•)(⊲)
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Chapitre 4
Fontions réursives
4.1 IntrodutionL'objetif de ette partie est d'examiner un autre modèle de alul que les mahines de Turinget de montrer qu'il a le même pouvoir expressif que les mahines de Turing (don d'apporter untémoin à la thèse de Churh). L'intérêt de e modèle est double. D'une part il est fontionnel etorrespond à une autre approhe de la programmation. D'autre part il est struturel (fontions debase et onstruteurs) ; ei permet à la fois des preuves par indution sur la struture et d'autrepart d'introduire des sous-lasses de fontions à terminaison garantie.
4.2 Fontions réursives primitives

f désignera une fontion de N
k dans N. Les fontions totales sont aussi des appliations.

f(n1, . . . , nk) =⊥ si f n'est pas dé�nie en n1, . . . , nk.Les fontions initiales sont� les projetions P i
k : N

k 7→ N. P i
k(n1, . . . , nk) = ni ;� le suesseur S(n) = n+ 1 ;� la fontion nulle Z(n) = 0 ;� la fontion onstante 0 (à 0 arguments).Un ensemble d'appliations F est fermé par omposition si, pour toutes fontions ξ : N

m 7→ Net ψ1, . . . , ψm : N
n 7→ N, la fontion φ : N

n 7→ N dé�nie par φ(~n) = ξ(ψ1(~n), . . . , ψm(~n)) est dans
F . On note Compm(ξ, ψ1, . . . , ψm) la fontion φ ainsi obtenue.Un ensemble d'appliations F est fermé par réursion primitive si, pour toutes fontions ξ, ψ ∈
F , la fontion φ dé�nie par réurrene par :

φ(m,~n) =

{
ξ(~n) si m = 0,
ψ(φ(m− 1, ~n),m− 1, ~n) si m > 0est dans F . On note Prim(ξ, ψ) la fontion φ ainsi obtenue.Dé�nition 4.2.1 L'ensemble des fontions réursives primitives est le plus petit ensemble onte-nant les fontions initiales, los par omposition et réursion primitive.Toutes les fontions réursives primitives s'obtiennent ainsi à partir de fontions de base et desopérations Prim et Compn.Exemple 4.2.1 Montrons que les opérations arithmétiques sont primitives réursives.� La dérémentation dans les entiers naturels est primitive réursive :

n−− = Si n = 0 Alors 0 Sinon n− 1 Finsi
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� La soustration dans les entiers naturels est primitive réursive :
m− n = Si n = 0 Alors m Sinon (m− (n− 1))−− Finsi� L'addition � f(n,m)

def

= n +m � est primitive réursive : f = Prim(P 1
1 ,Comp1(S, P

1
3 )). Cequi peut s'érire de manière plus intuitive :

n+m = Si n = 0 Alors m Sinon ((n− 1) +m) + 1 Finsi� La multipliation � g(n,m) = n×m � est primitive réursive : g = Prim(Z,Comp2(+, P
1
3 , P

3
3 ))Ce qui peut s'érire de manière plus intuitive :

n×m = Si n = 0 Alors 0 Sinon ((n− 1)×m) +m Finsi� Le � test à zéro � est primitif réursif :
n? = Si n = 0 Alors 0 Sinon 1 FinsiNous développons d'autres onstrutions réursives primitives utiles omme la somme bornée :

g(x1, . . . , xn, y) =
∑

t≤y

f(x1, . . . , xn, t)

En e�et,
g(x1, . . . , xn, y) =
Si y = 0 Alors f(x1, . . . , xn, 0)
Sinon g(x1, . . . , xn, y − 1) + f(x1, . . . , xn, y) FinsiSoit R une relation n-aire, on note χR la fontion indiatrie n-aire indiatrie de R. On dit que Rest réursive primitive si sa fontion indiatrie l'est. A titre d'exerie, le leteur peut démontrerque x = y, x < y, et. sont des relations primitives réursives. Ainsi des fontions dé�nies par :
h(x1, . . . , xn) = Si R(x1, . . . , xn) Alors f(x1, . . . , xn)Sinon g(x1, . . . , xn) Finsisont bien réursives primitives. En e�et :
h(x1, . . . , xn) = χR(x1, . . . , xn)f(x1, . . . , xn) + (1− χR(x1, . . . , xn))g(x1, . . . , xn)Une autre onstrution primitive réursive est le shéma existentiel borné noté :
f(x1, . . . , xn, z) = ∃t ≤ z R(x1, . . . , xn, t)et dé�ni par f(x1, . . . , xn, z) = 1 si ∃t ≤ z qui véri�e R(x1, . . . , xn, t) et 0 sinon.Ce shéma est bien réursif primitif ar f(x1, . . . , xn, z) est la fontion aratéristique de
(
∑

y≤z χR(x1, . . . , xn, y) ≥ 1)Une autre onstrution primitive réursive est le shéma de minimisation bornée noté :
f(x1, . . . , xn, z) = µt ≤ z R(x1, . . . , xn, t)et dé�ni par f(x1, . . . , xn, z) = t si t est le plus petit entier ompris entre 0 et z qui véri�e
R(x1, . . . , xn, t) et 0 sinon.Ce shéma est bien réursif primitif ar il s'érit :
f(x1, . . . , xn, z) =
Si z = 0 Alors 0
Sinon f(x1, . . . , xn, z − 1)(

∑
y≤z−1 χR(x1, . . . , xn, y) ≥ 1)

+z(
∑

y≤z−1 χR(x1, . . . , xn, y) = 0)(χR(x1, . . . , xn, z) = 1) FinsiUne appliation simple de e shéma est la division : x/y = µt ≤ x y × (t+ 1) > x4.2.1 De la programmation fontionnelle à la programmation impéra-tive (LFOR)Nous allons montrer que les fontions réursives primitives ont leur � pendant � en program-mation impérative. Nous onsidérons LFOR un langage de programmation sur les entiers omposédes instrutions élémentaires (opie, inrémentation, dérémentation) et des strutures de ontr�le
if et for et la onaténation. Remarquons que e langage de programmation a l'agréable propriétéque tout programme se termine (don ne néessite pas de test d'arrêt). A�n de omparer e langage
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de programmation aux fontions réursives primitives, nous supposons que le programme disposed'une instrution return xi où xi est une variable du programme.Fin d'arriver au résultat prinipal de e paragraphe, nous introduisons un odage réursifprimitif d'une suite de k entiers x1, . . . , xk par un entier que nous noterons 〈x1, . . . , xk〉. Le odaged'un entier est l'identité. Le odage de deux entiers 〈x1, x2〉 est dé�ni par :
〈x1, x2〉 = (x1 + x2)(x1 + x2 + 1)/2 + x1qui onsiste à énumérer les paires par diagonales x1 + x2 roissantes en parourant les diagonalespar x1 roissant.Puis le odage de k entiers est obtenu par la formule itérative :
〈x1, . . . , xk〉 = 〈x1, 〈x2, . . . , xk〉〉Ce odage a la propriété évidente qu'il est supérieur ou égal à haune des omposantes odées.On peut par onséquent appliquer les shémas de minimisation et existentiel borné pour extraireles omposantes.

πi
k(z) = µxi ≤ z ∃x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk ≤ z z = 〈x1, . . . , xk〉Nous a�rmons que :Théorème 4.2.2 Les fontions alulées par les programmes LFOR sont exatement les fontionsprimitives réursives.PreuveNous laissons le soin au leteur de montrer que toute fontion primitive réursive est alulablepar un programme LFOR et nous nous onsarons à la démonstration de la réiproque.Nous allons montrer omment transformer la boule for suivante. Les autres tradutions sontimmédiates.

for xn+1 from 1 to x1 do
x2 := f2(x1, . . . , xn+1)
. . .
xn := fn(x1, . . . , xn+1)

endforLes fontions manipuleront des entiers odant des suites de valeurs orrespondant aux variablesdu programme. Nous introduisons les fontions fi.
fi(σ, x) = fi(π

1
n(σ), . . . , πn

n(σ), x)Puis la fontion f qui représente l'e�et d'un tour de boule sur les variables x1, . . . , xn lorsque lavariable xn+1 est égale à x. La séquene σ est le odage de la suite des variables x1, . . . , xn.
f(σ, x) = 〈π1

n(σ), f2(σ, x), . . . , fn(σ, x)〉La fontion g traduit l'e�et de x tours de boule sur les variables x1, . . . , xn.
g(σ, x) = si x = 0 alors σsinon f(g(σ, x− 1), x) finsiLa fontion h traduit l'e�et du programme sur toutes les variables.

h(σ) = 〈π1
n+1(σ), π2

n
(g(〈π1

n+1(σ), . . . , πn

n+1(σ)〉, π1
n+1(σ))), . . . , πn

n
(g(〈π1

n+1(σ), . . . , πn

n+1(σ)〉, π1
n+1(σ))), π1

n+1(σ)〉

.q.f.d. ♦♦♦
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On généralise le odage de séquenes de taille �xe au odage de séquene de taille variable. Enodant la longueur omme premier élément de la suite. Autrement dit, le odage de x1, . . . , xm est
〈m,x1, . . . , xm〉. La projetion π(i, σ) s'érit alors à l'aide du langage LFOR (utilisation possibled'apès le théorème 4.2.2) :
x := π1

2(σ)
if x < i then return 0
for y from 1 to i do

σ := π2
2(σ)

endfor
if x = i then return σ else return π1

2(σ)La longueur d'une séquene est aussi primitive réursive (π1
2(σ)). Le programme suivant permetd'érire une valeur v à la position i de la séquene σ. Nous noterons la fontion assoiée w(i, v, σ).Nous avons légèrement trihé en utilisant un for � déroissant �. Nous laissons au leteur le soinde l'implémenter par un for � roissant �.

x := π1
2(σ)

if x < i then return σ
for y from 1 to i do

σ′ := π2
2(σ
′)

endfor
if x = i then σ′ := v else σ′ := 〈v, π2

2(σ
′)〉

for y from i downto 1 do
σ′ := 〈π(y, σ), σ′〉

endfor
return 〈x, σ′〉En�n le programme i-dessous onatène une valeur v à la séquene σ. Nous noterons la fontionassoiée conc(v, σ).
x := π1

2(σ)
σ′ := v
for y from x downto 1 do

σ′ := 〈π(y, σ), σ′〉
endfor
return 〈x+ 1, σ′〉4.2.2 Hiérarhie de GrzegorzykOn dé�nit par réurrene sur n la suite de fontions primitives réursives omme suit :

ψ0(m) = m+ 1
ψn+1(0) = ψn(1)

ψn+1(m+ 1) = ψn(ψn+1(m))On montre par réurrene sur n qu'il s'agit bien d'une suite de fontions réursives primitives.Par réurrene sur m, on montre suessivement les résultats suivants pour les premières fon-tions de la hiérarhie :
ψ1(m) = m+ 2 ar ψ1(m+ 1) = ψ0(ψ1(m)) = (m+ 2) + 1 = (m+ 1) + 2

ψ2(m) = 2m+ 3 ar ψ2(m+ 1) = ψ1(ψ2(m)) = (2m+ 3) + 2 = 2(m+ 1) + 3

ψ3(m) = 2m+3 − 3 ar ψ3(m+ 1) = ψ2(ψ3(m)) = 2(2m+3 − 3) + 3 = 2(m+1)+3 − 3

ψ4(m) =
m + 3
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−3Lemme 4.2.3 (Propriétés de monotonie de ψ)
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1. pour tous n,m, ψn(m) > n+m ;2. les fontions ψn sont (stritement) roissantes : ψn(m+ 1) > ψn(m) ;3. pour tous n,m, ψn+1(m) > ψn(m) d'où pour tout k, ψn+k(m) ≥ ψn(m) + k.4. pour tous n,m, k, ψm
k (n) ≤ ψk+1(n+m) où ψm

k désigne la fontion ψk omposée m fois.Preuve1. On montre
ψn(m) > n+m (4.2.3.a)par indution sur n puis sur m. Le as n = 0 se réduit à ψ0(m) = m+1 > m. Pour n > 0, ononsidère d'abord le as m = 0 : ψn(m) = ψn(0) = ψn−1(1) > n−1+1 par hyp. ind., .-à-d.

ψn(m) > n = n+m. Pour m > 0, on a ψn(m) = ψn−1(ψn(m− 1)), .-à-d. = ψn−1(x) pour
x = ψn(m − 1) ≥ n +m par hyp. ind. En utilisant enore une fois l'hypothèse d'indution,on déduit ψn−1(x) ≥ x+ n, soit ψn(m) ≥ 2n+m > n+m puisque n > 0.2. On montre

ψn(m+ 1) > ψn(m), (4.2.3.b)e qui équivaut à ψn(m + k) ≥ ψn(m) + k, par indution sur n et en utilisant la questionpréédente. Pour n = 0, on a ψn(m+1) = m+1+1 > m+1 = ψn(m). Supposons maintenant
n > 0. Alors

ψn(m+ 1) = ψn−1(ψn(m))

> n− 1 + ψn(m) par (4.2.3.a)
≥ ψn(m).3. On montre
ψn+1(m) > ψn(m), (4.2.3.)e qui équivaut à ψn+k(m) ≥ ψn(m) + k, par indution sur m et en utilisant les questionspréédentes. Pour m = 0, on a ψn+1(m) = ψn(1) > ψn(0) = ψn(m) diretement grâe à(4.2.3.b). Pour m > 0, on a ψn+1(m) = ψn(ψn+1(m − 1)) = ψn(x) pour x = ψn+1(m − 1),.-à-d. pour x > n + m par (4.2.3.a). On déduit ψn(x) > ψn(m) par (4.2.3.b). Ainsi on abien ψn+1(m) > ψn(m).4. On montre ψm

k (n) ≤ ψk+1(n+m) par réurrene surm. Le asm = 0 s'exprime : n ≤ ψk+1(n)et se déduit du fait que ψk+1(n) ≥ ψ1(n) = n + 2. Démontrons le pas de la réurrene.
ψm+1

k (n) ≤ ψk(ψk+1(n+m)) = ψk+1(n+m+1) par hypothèse de réurrene et par roissanede ψk. .q.f.d. ♦♦♦Lemme 4.2.4 Pour tous k,m, n, ψk(ψm(n)) ≤ ψ2+max(k,m)(n).PreuveOn s'appuie sur le lemme 4.2.3. Soit M = max(k,m).
ψk(ψm(n)) < ψM (ψM+1(n)) par la monotonie de ψ

= ψM+1(n+ 1)

= ψM+1(ψ1(n− 1)) si n > 0

≤ ψM+1(ψM+2(n− 1)) enore par monotonie
= ψM+2(n).D'autre part, si n = 0, alors ψM+1(n+ 1) = ψM+2(0) et on a enore l'inégalité.22



.q.f.d. ♦♦♦Proposition 4.2.5 Pour toute fontion réursive primitive à un argument ξ, il existe une fontionde la hiérarhie de Grzegorzyk ψn telle que
∀m ξ(m) ≤ ψn(m)PreuveOn prouve par réurrene sur le nombre d'opérations utilisées dans la onstrution des fon-tions primitives réursives que, si φ est primitive réursive, alors il existe un kφ tel que φ(~n) ≤

ψkφ(max~n).� C'est vrai pour les fontions initiales : P i
k(~n) ≤ ψ0(max~n), S(n) ≤ ψ0(n), Z(n) ≤ ψ0(n).� Si φ est obtenue par omposition de ξ, φ1, . . . , φm, il su�t de hoisir

kφ = 2 + max(kξ, kφ1
, . . . , kφn),en utilisant le lemme 4.2.4.� Si φ est obtenue par réursion primitive :

φ(m,~n) =

{
ξ(~n) si m = 0

ψ(φ(m− 1, ~n),m− 1, ~n) si m > 0On montre par réurrene sur m que φ(m,~n) ≤ ψm
kψ

(ψkξ(max(~n))).Si m = 0, alors φ(0, ~n) = ξ(~n) ≤ ψkξ(max(~n)) par hypothèse de réurrene.Si m > 0, par hypothèse de réurrene,
φ(m− 1, ~n) ≤ ψm−1

kψ
(ψkξ(max(~n))).Par roissane de ψkψ et omme ψm

kψ
(n) ≥ n+m, on a aussi

φ(m,~n) ≤ ψkψ(max(ψm−1
kψ

(ψkξ(max(~n))),m− 1, ~n))

≤ ψkψ(ψm−1
kψ

(ψkξ(max(~n))))Par ailleurs, ψm
k (n) ≤ ψk+1(n+m) (lemme 4.2.3), don
φ(m,~n) ≤ ψ1+kψ (m+ ψkξ(max(~n))) ≤ ψ1+kψ(2ψkξ(max(m,~n)))

≤ ψ1+kψ (ψ2(ψkξ(max(m,~n)))) ≤ ψmax(1+kψ,max(2,kξ)+2)+2(max(m,~n)).q.f.d. ♦♦♦4.2.3 La fontion d'AkermannLa fontion d'Akermann à deux arguments est la fontion A(n,m) = ψn(m). La fontiond'Akermann à un argument est la fontion A(n) = ψn(n).Théorème 4.2.6 Les fontions d'Akermann à un et à deux arguments ne sont pas réursivesprimitives.PreuveSi la fontion à deux arguments est réursive primitive alors la fontion à un argument est primitiveréursive. Si la fontion à un argument est primitive réursive alors d'après la proposition 4.2.5,il existerait un entier k tel que, pour tout n, A(n, n) ≤ ψk(n). Mais en hoisissant n = k + 1, onobtient ψk+1(k + 1) ≤ ψk(k + 1), e qui ontredit les propriétés de monotonie des fontions ψm(proposition 4.2.3). .q.f.d. ♦♦♦
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4.3 Fontions réursives (partielles, totales)Un ensemble de fontions F est fermé par minimisation (resp. fermé par minimisation totale)si, pour toute fontion (resp. pour toute appliation ξ ∈ F telle que ∀~n ∃m ξ(~n,m) = 0 ∧ ∀k <
m ξ(~n, k)), la fontion φ dé�nie par

φ(~n) = min{m | (ξ(~n,m) = 0) ∧ ∀k < m ξ(~n, k) 6=⊥}est dans F .La omposition de fontions totales est étendue aux fontions partielles : la omposée n'estdé�nie que lorsque les fontions omposantes le sont. De même, la réursion primitive appliquée àdes fontions partielles : φ = Prim(ξ, ψ) est dé�nie en (m,~n) si m = 0 et ξ(~n) 6=⊥ ou bien m > 0,
φ(m− 1, ~n) 6=⊥ et ψ(φ(m− 1, ~n),m− 1, ~n) 6=⊥.Dé�nition 4.3.1 L'ensemble des fontions réursives partielles (resp. totales) est le plus petitensemble de fontions qui ontient les fontions initiales et qui est fermé par omposition, réursionprimitive et minimisation (resp. totale).Nous a�rmons que le modèle des fontions réursives est équivalent au modèle des mahinesde Turing. Plus préisément :Théorème 4.3.1 Les fontions (resp. appliations) alulées par les programmes LWHILE sontexatement les fontions réursives partielles (resp. totales).PreuveNous laissons le soin au leteur de montrer omment une fontion (resp. une appliation) réursivepeut être alulée par un programme du langage LWHILE (resp. qui se termine) et nous nousonentrons sur la réiproque. D'après nos résultats sur le odage, il nous su�t de montrer ommentsimuler le programme suivant :
while f(x) 6= 0 do

x := g(x)
endwhile
return xoù f et g sont des fontions réursives et f est à valeurs dans {0, 1}.Nous dé�nissons :
h(x, n) = if x = 0 then x else g(h(x, n− 1))Cette fontion alule l'e�et de n tours de boule.Puis nous dé�nissons :
tour(x, n) = min({n | f(h(x, n)) = 0 ∧ ∀n′ < n f(h(x, n)) 6= ⊥})Cette fontion renvoie (s'il existe le tour de sortie).La fontion reherhée est alors h(x, tour(x)).Il est immédiat que la minimisation est totale ssi le programme ontenant la boule while setermine pour toutes les valeurs de x. .q.f.d. ♦♦♦Théorème 4.3.2 La fontion d'Akermann est réursive totale.PreuveNous érivons un programme LWHILE qui alule A(m,n).
while π1

2(σ) < 2m+ 1 ∨ π(2m+ 1, σ) 6= n do
σ := w(1, π(1, σ) + 1, σ)
σ := w(2, π(1, σ) + 1, σ)
for x from 2 to m+ 1 do
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if π1
2(σ) = 2(x− 1) ∧ π(2x− 3, σ) = 1 then
σ := conc(0, σ)
σ := conc(π(2x− 2, σ), σ)

elseif π1
2(σ) ≥ 2x ∧ π(2x− 3, σ) = π(2x, σ) then

σ := w(2x− 1, π(2x− 1, σ) + 1, σ)
σ := w(2x, π(2x− 2, σ), σ)

endif
endfor

endwhile
return π(2m+ 2, σ)Ce programme maintient dans σ une suite de 2k valeurs v1, . . . , v2k ave 1 ≤ k ≤ m + 1 quivéri�ent les assertions suivantes (au début de haque tour de boule) :� Pour tout i ≤ k, v2i = A(i − 1, v2i−1). Autrement dit, la suite de valeurs peut être érite

v1, A(0, v1), v3, A(1, v3), . . . , v2i−1, A(i− 1, 2i− 1).� Pour tout i < k, v2i−1 < v2i+2. Autrement dit la valeur ourante de v2i−1 est stritementinférieure à A(i, v2i+1).� Si k < m+ 1 alors v2k+1 = 0. Autrement dit on n'a pas enore le moyen de aluler A(k, 0).Initialement la suite de valeurs est égale à 0, 1 = A(0, 0). A haque tour de boule, le programmealule la paire suivante x,A(0, x) et si la valeur x orrespond à la valeur A(1, y) stokée dansla paire suivante y,A(1, y), le programme a le moyen de aluler la paire y + 1, A(1, y + 1) =
A(0, A(1, y)). L'extension de la suite orrespond au as où v2k−1 = 1 e qui permet de aluler lapaire 0, A(k, 0) = v2k = A(k − 1, 1).Supposons que e programme ne se termine pas. Alors on démontre par réurrene sur i queles valeurs v2i+1 roissent stritement par pas de 1 (ave entre haque inrément des tours où lavaleur est stationnaire) en démarrant à 0. Par onséquent v2m+1 doit atteindre n. Ce qui ontreditla non terminaison. .q.f.d. ♦♦♦Théorème 4.3.3 (Kleene) Toute fontion réursive partielle s'obtient à l'aide d'une seule mi-nimisation d'une fontion primitive réursive.PreuveSoit f une fontion réursive partielle, f est alulée par une mahine de Turing disonsM. A l'aidede notre onstrution primitive réursive de séquene, on peut oder par un entier une exéutionde M. Par exemple on peut hoisir 〈conf1, conf2, . . . , confn〉 ave confi un entier odant uneon�guration par 〈c($), c(a1), . . . , c(ai−1), c(q), c(ai), . . . , c(am)〉. Ii c assoie à haque aratèreet état un entier distint.Il est faile d'érire un programme LFOR qui teste si un entier ode une exéution dont ledernier état est terminal. Le programme reherhé est un programme LWHILE omportant uneboule while externe qui énumère les entiers et exéute le programme LFOR pour tester l'entier.La ondition d'arrêt du programme est un test positif. La tradution de la boule while vue plushaut fournit l'expression reherhée. .q.f.d. ♦♦♦
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Chapitre 5
A la frontière de la déidabilité
5.1 IntrodutionL'objet de e dernier hapitre est de montrer deux exemples de problèmes où un hangementapparemment mineur de l'énoné transforme le statut du problème (de déidable à indéidable etvie versa). Nous avons hoisi de prendre des exemples assoiés à des problèmes sur des modèlesétendant les automates et en partiulier des problèmes d'aessibilité qui sont importants à la foisd'un point de vue théorique mais aussi pratique.
5.2 Automates à une �le [4℄Un automate à une �le est un automate doté d'une �le ontenant un mot w. Les opérationsde l'automate onsiste à � envoyer � un message a sur la �le, i.e. à tranformer le mot en wa ouà � reevoir � un message a sur la �le à ondition que a soit la première lettre du mot, i.e. àtransformer w = aw′ en w′. On note !a la première opération et ?a la deuxième opération. IO(Σ)désigne l'ensemble des opérations sur l'alphabet Σ : IO(Σ) = {∗a | ∗ ∈ {!, ?} ∧ a ∈ Σ}.Dé�nition 5.2.1 Un automate à une �le A = (Σ, Q, q0, F,→) ave :� Σ, un alphabet �ni� Q, un ensemble �ni d'états inluant q0 l'état initial et F l'ensemble des états terminaux.� X, un ensemble �ni d'horloges.� →⊆ Q× IO(Σ)×Q, la relation de transition. On note (q, io, q′) ∈→ par q io

−→ q′Une on�guration d'un automate à une �le est une paire (q, w) ave q ∈ Q et w ∈ Σ∗.Dé�nition 5.2.2 Une exéution d'un automate à une �le est une séquene :
(q0, w0)

io1−−→ (q1, w1) . . .
ion−−→ (qn, wn)ave w0 = ε le mot vide, ∀1 ≤ i ≤ n qi−1

ioi,
−−→ qi et :� Si ioi =!a alors wi = awi−1 ;� Si ioi =?a alors wi−1 = awi.On dé�nit le problème de l'aessibilité dans un automate à une �le ainsi. Existe-t-il uneexéution qui renontre un état de F ?Théorème 5.2.1 Le problème de l'aessibilité dans les automates à une �le est indéidable.PreuveNous allons réduire le problème de l'arrêt d'une mahine de Turing M sur le mot vide à eproblème. Pour ela l'automate assoié A simule l'exéution de la mahine de Turing ainsi :26



� L'alphabet de A est l'alphabet deM enrihi d'un marqueur ♯.� Les états de A (notés QA) sont soit des états deM (notés QM) soit des états intermédiaires(notés Q′). Une on�guration (q, w) est dite on�guration de simulation si q ∈ QM et wreprésente un état de M (i.e. w = w1♯w2♯ où le premier ♯ marque la position de la tête deleture et le deuxième ♯ marque la �n de la on�guration). Les on�gurations (q, w) tellesque q ∈ Q′ sont appelées on�gurations intermédiaires.� Une exéution de A onsiste en une suite de séquenes d'exéution préédée d'une séqueneinitiale onsistant à érire sur la �le $♯B♯ et à se positionner sur l'état initial deM. Chaqueséquene onduit d'une on�guration de simulation à la on�guration de simulation suivante(vis à vis deM) à travers des on�gurations intermédiaires.� La simulation d'un pas deM proède ainsi :1. A maintient en mémoire q et les trois dernières lettres lues de w, disons xyz. Si y estdi�érent de ♯ alors A érit x et lit une nouvelle lettre t, mémorisant yzt.2. Si y est égal à ♯ alors z est la lettre sous la tête de leture. En fontion de δ(q, z) =
(q′, $, d), A érit les aratères x′y′z′ orrespondant au nouvel état de la bande de M(ave éventuellement ajout d'un blan).3. A reopie ensuite les aratères jusqu'au deuxième ♯ e qui, après passage à l'état q′,onduit à la nouvelle on�guration de simulation.Par onséquent, A atteint aept ou rejet ssiM s'arrête. .q.f.d. ♦♦♦

5.3 Automates à une �le ave pertes [1, 5℄Un automate à une �le ave pertes a la même syntaxe et les mêmes on�gurations qu'unautomate à une �le. Seule la notion de séquene d'exéution di�ère.Dé�nition 5.3.1 Une exéution d'un automate à une �le ave pertes est une séquene :
(q0, w0)

io1−−→ (q1, w1) . . .
ion−−→ (qn, wn)ave w0 = ε le mot vide et ∀1 ≤ i ≤ n :� Soit il existe qi−1

!a
−→ qi et wi = awi−1 ;� Soit il existe qi−1
?a
−→ qi et wi−1 = awi.� Soit qi = qi−1, wi−1 = w1aw2 et wi−1 = w1w2Autrement dit, l'automate ave pertes peut perdre une lettre quelonque du mot de la �le.On dé�nit la relation suivante entre mots w ≺ w′ si notant w = a1 . . . an, il existe une dé-omposition de w′ : w = w0a1w1 . . . wn−1anwn. Autrement dit, le mot w � se plonge � dans

w′.Lemme 5.3.1 (Higman) Soit une suite in�nie de mots (w0, w1, . . .). Alors il existe deux indies
i < j tels que wi ≺ wj.PreuveConsidérons l'ensemble S des suites in�nies qui ne véri�ent pas la propriété du lemme et supposonsque S 6= ∅.On fabrique un élément w = (w0, w1, . . .) de S de la façon suivante.� On hoisit pour w0 un mot de taille minimale parmi les premiers mots des éléments de S.� Une fois hoisis w0, w1, . . . , wi on hoisit pour wi+1 un mot de taille minimale parmi les wi+1tels que w0, w1, . . . , wi+1 onstitue un pré�xe �ni d'un élément de S. Par onstrution, untel hoix est toujours possible.
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Par onstrution w ∈ S. Dans la suite w = (w0, w1, . . .), une des lettres (disons a) apparaît in�ni-ment souvent en première position des wi. Soit wα(0), wα(1), . . . la sous-suite extraite ave wα(i) =
aw′α(i). Nous laissons le soin au leteur de véri�er que w

′ = w0, . . . , wα(0)−1, w
′
α(0), w

′
α(1), . . . ap-partient à S. D'autre part, |w′α(0)| < |wα(0)| ontredisant la dé�nition de w. Par onséquent S estvide e qui établit le lemme. .q.f.d. ♦♦♦Nous voulons établir la déidabilité de l'aessibilité pour les automates à une �le ave pertes.Nous étendons la relation ≺ sur les on�gurations par (q, w) ≺ (q′w′) si q = q′ et w ≺ w′. Demanière évidente la propriété du lemme de Higman est véri�ée pour les on�gurations : soit unesuite in�nie de on�gurations ((q0, w0), (q1, w1), . . .). Alors il existe deux indies i < j tels que

(qi, wi) ≺ (qj , wj). En e�et, sahant qu'au moins un état apparaît in�niment souvent, il su�t deonsidérer la suite extraite orrespondante.Pour savoir si une on�guration (q, w) est aessible depuis une on�guration (q′, w′), nousallons onstruire une représentation �nie de BAcc(q, w) l'ensemble des on�gurations à partirdesquelles (q, w) est aessible. Cette représentation �nie doit permettre de tester l'appartenaned'une on�guration à et ensemble.Pour un ensemble de on�gurations E, notons E↑ l'ensemble des on�gurations supérieures ouégales à une on�guration de E. Les ensembles los supérieurement sont dé�nis par la propriété
E = E↑. Remarquons que BAcc(q′, w′) est los supérieurement. En e�et soit (q′, w′) qui permetd'atteindre (q, w) et soit (q′, w′′) ave w′ ≺ w′′, alors en perdant les messages � en exès � de w′′,on atteint la on�guration (q′, w′).Pour obtenir une représentation �nie d'un ensemble los supérieurement, il su�t de prendre leséléments minimaux de et ensemble. En e�et, puisqu'ils sont tous inomparables, ils ne peuventêtre en nombre in�ni ar de nouveau ela ontredirait le lemme de Higman. Appelons Min(E)l'ensemble des éléments minimaux de E. Puisque E est los supérieurement, E = Min(E)↑ e quimontre qu'un ensemble los supérieurement est déterminé de manière univoque par ses élementsminimaux. De plus le test d'appartenane est e�etif ar il su�t de omparer la on�guration aveles éléments minimaux.Le lemme suivant est la lé de la déidabilité de l'aessibilité.Lemme 5.3.2 Soit {En}n∈N une suite d'ensembles de on�gurations supérieurement et rois-sants ; ette suite se stabilise.PreuveDans le as ontraire, haque fois qu'un ensemble n'est pas égal au préédent, ei signi�e qu'ily a une on�guration de et ensemble qui n'est supérieure ou égale à auune des on�gurationsdes ensembles préédents. Nous séletionnons l'un de es éléments. En itérant le proédé, onobtient une suite in�nie de on�gurations qui ne sont pas supérieures ou égales aux on�gurationspréédentes de la suite. Mais ei ontredit le lemme de Higman. .q.f.d. ♦♦♦Théorème 5.3.3 Le problème de l'aessibilité de (q, w) à partir de (q0, w0) dans les automatesà une �le ave pertes est déidable.PreuveRemarquons que BAcc(q, w) =

⋃
n∈N

BAccn(q, w) ave BAccn(q, w) l'ensemble des on�gura-tions à partir desquelles (q, w) est aessible en au plus n pas. Bien sûr BAcc0(q, w) = {(q, w)}.Nous désirons obtenir Bacc(q, w) en alulant par itérations suessives Min(En) pour des en-sembles En roissants tels que Baccn(q, w) ⊆ En ⊆ Bacc(q, w) et E0 = BAcc0(q, w).Supposons que nous ayons aluléMin(En). Pour atteindre en un pas à partir d'un (q′′, w′′) /∈
En une on�guration (q′, w′) supérieure ou égale à une on�guration (q′, wmin) ∈Min(En), il faut
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e�etuer soit une réeption de message soit un envoi de message. La perte de message impliqueque (q′′, w′′) ≺ (q′, w′) et don que (q′′, w′′) ∈ En.� Soit (q′′, w′′)
!a
−→ (q′, w′), alors w′ = w′′a. Par onséquent, si la dernière lettre de wmin est

a, i.e. wmin = w′mina ei est équivalent (moyennant des suppressions de messages avant lefranhissement de la transition) à w′min ≺ w
′′. Sinon ei est équivalent à wmin ≺ w

′′.� Soit (q′′, w′′)
?a
−→ (q′, w′), alors w′a = w′′. Moyennant des suppressions de messages avant lefranhissement de la transition ei est équivalent à wmina ≺ w

′′.Pour résumer,
En+1 = En ∪

⋃

(q′,w′)∈Min(En),q′′
!a−→q′

{(q′′, w′′) | w′ ≺ w′′}

∪
⋃

(q′,w′a)∈Min(En),q′′
!a−→q′

{(q′′, w′′) | w′ ≺ w′′}

∪
⋃

(q′,w′)∈Min(En),q′′
?a
−→q′

{(q′′, w′′) | w′a ≺ w′′}

Par onséquent, Min(En+1) est le sous-ensemble des éléments minimaux de l'ensemble �ni i-dessous :
Min(En) ∪ {(q′′, w′) | ∃(q′, w′) ∈Min(En) ∃q′′

!a
−→ q′}

∪{(q′′, w′) | ∃(q′, w′a) ∈Min(En) ∃q′′
!a
−→ q′}

∪{(q′′, w′a) | ∃(q′, w′) ∈Min(En) ∃q′′
?a
−→ q′}L'algorithme onsiste don à aluler les Min(En) jusqu'à stabilisation e qui arrive er-tainement en raison du lemme préédent puis à tester si (q′, w′) ≺ (q0, w0) pour au moins un

(q′, w′) ∈Min(
⋃
En). .q.f.d. ♦♦♦

5.4 Automates temporisés [2℄Un automate temporisé est un automate enrihi ave des horloges (notées X = {x1, . . . , xn}).Ces horloges ontraignent les transitions par des gardes. Une garde est une onjontion de gardesélémentaires. Une garde élementaire s'érit xi ⊲⊳ c où c est une onstante entière est ⊲⊳ ∈ {<,>,≤
,≥,=, 6=}.Une valuation d'horloge v est une appliation de X dans R≥0. v satisfait la garde xi ⊲⊳ c equ'on note v � xi ⊲⊳ c ssi v(xi) ⊲⊳ c. Une garde est satisfaite si toutes ses gardes élémentaires sontsatisfaites. On notera Γ(X) l'ensemble des gardes sur X. De plus lors du franhissement d'unetransition, un sous-ensemble d'horloges peut être remis à zéro. On note v[X ′] la valuation dé�niepar ∀x ∈ X ′ v[X ′](x) = 0 et ∀x /∈ X ′ v[X ′](x) = v(x).Le omportement d'un automate temporisé peut être informellement dérit omme suit. Il laisses'éouler du temps dans l'état ourant, puis franhit (si possible) en temps nul une transition dontla garde est satisfaite. Autrement dit, il alterne des pas de temps (éventuellement nuls) et des pasdisrets. Lors d'un pas de temps les horloges évoluent de façon synhrone. On note v + d, pour dréel positif, la valuation dé�nie par ∀x ∈ X v + d(x) = v(x) + d.Dé�nition 5.4.1 Un automate temporisé A = (Σ, Q, q0, F,X,→) ave :� Σ, un alphabet �ni� Q, un ensemble �ni d'états inluant q0 l'état initial et F l'ensemble des états terminaux.� X, un ensemble �ni d'horloges.� →⊆ Q × Γ(X) × Σ × 2X × Q, la relation de transition. On note (q, γ, a,R, q′) ∈→ par

q
γ,a,R
−−−→ q′
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Fig. 5.1 � Un automate temporisé et une exéution
La sémantique d'exéution d'un automate temporisé est formalisée i-dessous.Dé�nition 5.4.2 Une exéution d'un automate temporisé est une séquene :

(q0, v0)
d1−→ (q0, v0 + d1)

γ1,a1,R1
−−−−−→ (q1, v1)

d2−→ (q1, v1 + d2) . . .
γn,an,Rn
−−−−−−→ (qn, vn)ave ∀1 ≤ i ≤ n qi−1

γi,ai,Ri
−−−−−→ qi, vi−1 + di � γi, vi = (vi−1 + di)[Ri].Dans e as, le mot temporisé (a1, d1) . . . (an, dn) et le mot non temporisé a1 . . . an sont aeptéspar l'automate temporisé.La �gure 5.1 illustre les dé�nitions préédentes. Le problème de l'aessibilité dans les auto-mates temporisés onsiste à savoir si étant donné un état q, il existe une on�guration aessible

(q, v) depuis (q0, v0).Théorème 5.4.1 Le problème de l'aessibilité d'un état q d'un automate temporisé est déidable.La preuve de e théorème onsiste à dé�nir une relation d'équivalene ∼ entre on�gurationset un graphe des lasses dont les ars sont étiquetés soit par les transitions de l'automate soitle passage du temps (noté τ). Nous ne détaillons pas pour l'instant la relation et le graphe maisindiquons les propriétés qu'ils véri�ent :� (q, v) ∼ (q′, v′)⇒ q = q′. Aussi on notera (q, Z) une lasse d'équivalene.� Le nombre de lasses d'équivalene est �ni et {(q0, v0)} est une lasse d'équivalene. Legraphe des lasses doit être alulable.� Soit (q, Z)
γ,a,R
−−−→ (q′, Z ′) un ar � événementiel � du graphe des lasses alors :

∀(q, v) ∈ (q, Z) ∃(q′, v′) ∈ (q′, Z ′) (q, v)
γ,a,R
−−−→ (q′, v′).� Soit (q, Z)

τ
−→ (q, Z ′) un ar � temporisé � du graphe des lasses alors :

∀(q, v) ∈ (q, Z) ∃d ∈ R≥0 (q, v + d) ∈ (q, Z ′).� Soit (q, Z) une lasse et (q, v) ∈ (q, Z). Si (q, v)
γ,a,R
−−−→ (q′, v′) alors :il existe un ar (q, Z)

γ,a,R
−−−→ (q′, Z ′) t.q. (q′, v′) ∈ (q′, Z ′).� Soit (q, Z) une lasse et (q, v) ∈ (q, Z) alors pour tout d ∈ R≥0 :il existe un ar (q, Z)
τ
−→ (q′, Z ′) t.q. (q, v + d) ∈ (q′, Z ′).La première ondition assure que le problème de l'aessibilité dans le graphe des lasses estdéidable. Les deux onditions suivantes assurent (par réurrene sur la longueur du hemin) que
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Fig. 5.2 � La partition en lasses
si une lasse est aessible alors au moins une on�guration de la lasse est aessible. Réipro-quement, les deux dernières onditions assurent (par réurrene sur la longueur du hemin) que siune on�guration est aessible alors la lasse à laquelle la on�guration appartient est aessible.La relation d'équivalene est basée sur K la plus grande onstante entière testée par les gardes.
(q, v) ∼ (q′, v′) ssi :� Pour toute horloge x, v(x) > K ssi v′(x) > K. On dira qu'une horloge x est signi�ative si

v(x) ≤ K.� Pour toute horloge signi�ative x,
Ent(v(x)) = Ent(v′(x)) et Fract(v(x)) = 0 ssi Fract(v′(x)) = 0.� Pour toute paire d'horloges signi�atives x, y,
Fract(v(x)) ≤ Fract(v(y)) ssi Fract(v′(x)) ≤ Fract(v′(y)).Nous représentons sur la �gure 5.2 les lasses d'équivalene pour un état q �xé et un automateà deux horloges x et y ave K = 2.Il existe plusieurs représentations syntaxiques d'une lasse. Par exemple, (q, Z) = (q,X ′, nf, ent, frc)ave :� X ′ le sous-ensemble des horloges signi�atives� nf le nombre de parties frationnaires des horloges de X ′ (ave éventuellement en plus lapartie frationnaire 0).� ent : X ′ 7→ {0, . . . ,K} la valeur des parties entières des horloges signi�atives.� frc : X ′ 7→ {0, . . . , nf} l'ordre des parties frationnaires des horloges signi�atives. ave
∀1 ≤ i ≤ nf ent−1(i) 6= ∅. 31



Fig. 5.3 � Un automate temporisé et son graphe de lasses
Les on�gurations assoiées sont dé�nies par (q, v) ∈ (q, Z) ssi� ∀x ∈ X, x ∈ X ′ ssi v(x) ≤ K.� ∀x ∈ X ′, Ent(v(x)) = ent(x).� ∀x ∈ X ′, fract(v(x)) = 0 ssi frc(x) = 0.� ∀x, y ∈ X ′, fract(v(x)) ≤ fract(v(y)) ssi frc(x) ≤ frc(y).Nous ne développons pas formellement le graphe des lasses mais donnons un exemple à la�gure 5.3 qui fournit les informations su�santes pour en retrouver la dé�nition et véri�er lespropriétés énonées plus haut.

5.5 Automates temporisés ave hronomètre [7℄Le modèle des automates temporisés ave (un) hronomètre est une extension a priori mineuredu modèle préédent. Une horloge spéi�que appelée hronomètre et notée z a la possibilité d'êtresuspendue dans ertains états.Dé�nition 5.5.1 Un automate temporisé A = (Σ, Q, q0, F,X, z, run,→) ave :� Σ, un alphabet �ni� Q, un ensemble �ni d'états inluant q0 l'état initial et F l'ensemble des états terminaux.� X, un ensemble �ni d'horloges et z le hronomètre.� run : Q 7→ {true, false} onditionne le hronomètre.� →⊆ Q× Γ(X ∪ {z})×Σ× 2X∪{z} ×Q, la relation de transition. On note (q, γ, a,R, q′) ∈→par q γ,a,R
−−−→ q′Une on�guration de l'automate est donnée par (q, v) ave v une valuation sur X ∪ {z}. Uneexéution d'un automate temporisé est une séquene :

(q0, v0)
d1−→ (q0, v

′
0)

γ1,a1,R1
−−−−−→ (q1, v1)

d2−→ (q1, v
′
1) . . .

γn,an,Rn
−−−−−−→ (qn, vn)ave ∀1 ≤ i ≤ n qi−1

γi,ai,Ri
−−−−−→ qi, v

′
i−1 � γi, vi = (v′i−1)[Ri]. et ∀1 ≤ i ≤ n si run(qi−1) alors

v′i−1 = vi−1 + di sinon ∀x ∈ X v′i−1(x) = vi−1(x) + di ∧ v
′
i−1(z) = vi−1(z).Nous allons montrer que ette extension rend indéidable le problème de l'aessibilité. A ette�n, nous réduisons le problème de l'aessibilité des mahines à ompteurs à e problème. Deuxompteurs c, d sont su�sants pour l'indéidabilité.32



Fig. 5.4 � Test d'égalité et a�etation

Fig. 5.5 � Dérémentation du ompteur c
Plus préisément, nous simulons le fontionnement d'une mahine à ompteurs à l'aide d'un au-tomate temporisé à hronomètre. Chaque ompteur u ∈ {c, d} est simulé par une horloge éponymet.q. v(u) = 21−u ave u la valeur ourante de u. Observons que la valeur maximale de l'horlogeest 2. L'exéution d'une instrution est simulée par une suite de � pas � d'exéution d'une duréeunitaire de 4.Les deux premiers pas permettent de tester si les deux ompteurs sont égaux et d'a�eter àun ompteur la valeur d'un autre ompteur (voir la �gure 5.4). Ils ne néessitent pas l'utilisationdu hronomètre. L'horloge y sert à ompter les 4 unités de temps. Le test d'égalité et l'a�etationproprement dite se fait lorsque c atteint la valeur 4. Si la boule n'est pas prise alors l'automatereste bloqué dans l'état ourant. Les labels sont omis ar ils ne sont pas signi�atifs pour leproblème de l'aessibilité. De plus, le test de l'ar entrant dépend de l'état soure (il peut y avoirplusieurs ars entrants). De même la mise à jour des horloges de l'ar sortant dépend de l'étatdestination.Le test d'un ompteur à 0 est évident (gardes c = 2 ∧ y = 0, c 6= 2 ∧ y = 0 en forçant latransition à être prise immédiatement au moyen de l'horloge y).Il nous reste à simuler l'inrémentation et la dérémentation. Nous ommençons par la dé-rémentation. Cei revient à doubler la valeur de c sahant qu'elle est stritement inférieure à2. La �gure 5.5 présente ette simulation. L'état �guré en grisé signi�e que le hronomètre estsuspendu. A la sortie du premier état, c et z ont même valeur (la valeur ourante de c notée c0) sila boule a été franhie. Si e n'est pas le as alors on ne peut sortir du seond état. Dans le asontraire, à la sortie du deuxième état, z est égal à c0 et y est égal à 4−c0. A la sortie du troisièmeétat z est égal à 2c0. Le dernier état permet d'a�eter z à c. Durant les trois pas de 4 u.t., les
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boules de remise à zéro de d garantissent que la valeur de d est inhangée après la simulation dela dérémentation.L'inrémentation est l'opération la plus déliate. Celle-i équivaut à diviser par 2 la valeur del'horloge c. Durant un premier pas de 4, on a�ete à une horloge auxiliaire w une valeur arbitraireomprise stritement entre 0 et 2 (à l'aide d'une remise à zéro de w par une boule). Une deuxièmehorloge auxiliaire w′ reçoit la valeur double de w à l'aide d'un automate similaire à elui de ladérémentation. Puis on teste si c = w′ à l'aide de la simulation du test. Dans l'a�rmative onenhaîne ave la simulation de l'a�etation c := w.L'automate a don deux omportements possibles, soit la simulation de la mahine à ompteurs,soit un bloage dans un état intermédiaire. Par onséquent, le problème de l'arrêt de la mahineà ompteurs est traduit en problème d'aessibilité de l'instrution � stop � de la mahine dansl'automate à hronomètre.
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