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Algorithmes probabilistes

On considére une instruction probabiliste Sample(set, dist) ou :

» set est un ensemble fini;
» dist est une distribution sur set;

» Sample(set, dist) renvoie un élément de set tiré aléatoirement selon dist.

La complexité de cette instruction est proportionnelle a log(|set|).
(peut étre améliorée en cas d'échantillonnages répétés)
Lorsqu'un algorithme contient des instructions probabilistes

» le résultat de I'algorithme est une variable aléatoire ;

» pour une entrée donnée, le temps d'exécution est une variable aléatoire.

Comment définir la correction et la complexité?




Terminaison

Terminaison standard

Pour toute exécution, I'algorithme se termine.

Terminaison probabiliste

L'algorithme se termine presque siirement (i.e. avec probabilité 1).



Correction : cas général

Correction standard

» Soit out(in) le résultat attendu;
» Soit output(in) le résultat aléatoire de I'algorithme.

Pour tout in, output(in) = out(in).

Correction p-probabiliste

» Soit out(in) le résultat attendu;
» Soit output(in) le résultat aléatoire de |'algorithme.

Pour tout in, Pr(output(in) = out(in)) > p.



Monte Carlo et Las Vegas

Un algorithme de Monte Carlo est :

» un algorithme qui se termine toujours;

» et garantit une correction probabiliste.

Un algorithme de Las Vegas est :

» un algorithme qui se termine presque siirement;

» et garantit une correction standard.

Un algorithme de Monte Carlo qui renvoie soit le résultat correct soit « échec »
peut-étre transformé en algorithme de Las Vegas

en l'itérant jusqu'a obtenir le résultat correct.



Correction : cas spécifiques

Problémes d’optimisation

» Soit Sol(in) un ensemble de solutions;

» Soit f qui associe a tout = € Sol(in), une récompense positive ;
» Soit out(in) = sup(f(x) | x € Sol(in));

» Soit 0 < ¢ < 1 une garantie de performance fixe.

Pour tout in, output(in) € Sol(in) et E(f(output(in))) > c - out(in).

Problémes d’approximation

» Soit out(in) une valeur numérique strictement positive;
» Soit 0 < &,d < 1 des garanties de performance, entrées de I'algorithme.

Pour tout in, Pr (Joutput(in) — out(in)| > € - out(in)) < 4.



Complexité

Soit T'(in) le temps d'exécution aléatoire.
Soit 7 une taille d'entrée, on note T'(n) = max(7T'(in) | |in| = n).

Soit f une fonction de N dans R, .

Complexité en moyenne.
E(T(n)) € O(f(n))

Complexité au pire cas probabiliste.

Fe¢>0 lim Pr(T(n) >c- f(n))=0

n—oo

Aucune des deux notions n'implique 'autre !



IHlustration

Complexité au pire cas probabiliste A Complexité en moyenne.

Pr(T(n) =n?)=1-Pr(T(n) =0) =

3=

E(T(n)) =n ¢ O(1)

Pr(T(n) > 0) =L =o(1)

Complexité en moyenne % Complexité au pire cas probabiliste.
Pour tout 1 <4, Pr(T(n) =if(n)) =27¢

E(T(n)) = f(n) ;5,127 = 2f(n)

Pour tout i > 1, Pr(T(n) > if(n)) =27"



Tri rapide probabiliste

TriRapide(T, ¢, h)
If h </ then return
1 < Sample(£. .. h, uniform) ; Swap(z, h) ; deb + £—1
For j from { to h — 1 do
If (T'[5],7) < (T'[h], i) then

deb < deb+ 1

Swap(deb, j)
deb < deb+ 1; Swap(deb, h)
TriRapide(T, ¢, deb — 1)
TriRapide(T, deb + 1, h)

Soit Time(n), la complexité aléatoire du tri rapide d'un tableau de taille n.

» Time(0) = Time(1) =1;
» pourn > 2, E(Time(n)) < Kn+ % >o<icn_1 E(Time(i)) + E(Time(n — 1 —1)).



Analyse de complexité

Soit C'(n) défini par :

> C(0)=C(1) =1;

> pourn >2,C(n)=Kn++3 e, 1 C@E)+Cn—1-14).
Alors C(n) = O(nlog(n)).
Preuve.
nC(n) = Kn?+23 7 C(i) et (n — 1)C(n—1) = K(n = 1)2 + 277 C(i).
Dol nC(n) — (n — 1)C(n— 1) = K(2n — 1) + 2C(n — 1)
Puis nC(n) = (n+ 1)C(n — 1) + K(2n — 1).

Cn) Cn-1) K(@2n-1) < C(n—1) 2K

n4+1 n nn+1) — n n+1
_C(m=-2) 2K 2K
- n-—1 n n+1

C) < 2K

< — + ; i1 = O(log(n))



Un algorithme « erroné »

TriRapide(T, ¢, h)
If h </ then return
i < Sample(£. .. h,uniform); Swap(i, h); deb + £—1
For j from { to h — 1 do
If T[j] < T'[h] then

deb < deb+ 1

Swap(deb, j)
deb < deb+ 1; Swap(deb, h)
TriRapide(T, ¢, deb — 1)
TriRapide(T, deb + 1, h)

Cet algorithme trie le tableau ...

mais appliqué a un tableau de n valeurs identiques s'exécute en Q(n?)!



Intérét des algorithmes probabilistes

e Conception plus simple.

e Combiné avec la technique de dérandomisation

fournit des algorithmes déterministes.
e Analyse de complexité indépendante d'hypothéses sur les données.

e Permet une analyse de complexité intermédiaire entre la complexité en moyenne

et la complexité au pire cas.
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Dictionnaire

Un dictionnaire est un ensemble d'enregistrements.
Chaque enregistrement est un couple (clé,valeur) ol la clé est unique.

L'espace des clés est ordonné et de taille trop importante

pour indicer un tableau en mémoire.
Les opérations usuelles sont :

» Insérer(clé,valeur) qui insére un enregistrement
si la clé n'est pas déja présente;

» Modifier(clé,valeur) qui modifie la valeur d’un enregistrement
si la clé est présente;

» Supprimer(clé) qui supprime un enregistrement
si la clé est présente;

» Chercher(clé) qui renvoie la valeur d'un enregistrement
si la clé est présente.

La complexité de Modifier est essentiellement celle de Chercher.



Implémentation d’un dictionnaire

La structure de données doit é&tre dynamique.

Les structures usuelles.

v

Un tableau qu'on recopie dans un tableau plus grand (resp. plus petit)
en cas de débordement (resp. sur-allocation);

v

Une liste simplement ou doublement chainée, linéaire ou circulaire, etc.;

\{

Un arbre binaire de recherche équilibré;

v

Une table de hachage : un tableau de listes dont la fonction
de hachage appliquée a la clé fournit I'entrée dans la table.

Une structure 3 trous.

v

On étudiera la complexité des opérations en fonction de n,

le nombre courant d'enregistrements.



Structure a trous

Une structure a trous est constituée de listes doublement chainées.

» Chaque liste contient un sous-ensemble des clés triées par ordre croissant
et les bornes —oo et 0o ;

» Les listes sont ordonnées verticalement ;
» La liste basse contient toutes les clés;

» Chaque autre liste contient un sous-ensemble (non strict) des clés
de la liste immédiatement en dessous;

» Chaque clé de cette autre liste est doublement chainée
a la méme clé de la liste immédiatement en dessous;

» La liste haute est |'unique liste qui ne contient que les bornes —oo et 0o

» On entre dans la structure a trous par la clé —oo de la liste haute.



IHlustrati




Recherche

On avance dans la liste courante sans dépasser la clé cherchée
et on descend dans la liste suivante

jusqu'a ce qu'on atteigne la liste basse.

Chercher(7)
—{ —c0




Suppression

On cherche la clé puis on supprime ses occurrences en descendant dans les listes
et en supprimant chaque liste réduite a ses bornes

(et éventuellement des listes —o0, 0o redondantes).

Supprimer(4)
—{ —o0




Insertion (probabiliste)

On cherche la clé puis on I'insére dans la liste basse
., . e 1 1’ N .
et itérativement avec probabilité 5 on l'insére dans la liste au dessus.

en ajoutant une liste a chaque tirage positif lorsqu'on atteint la liste haute.

Insérer(6)




Nombre de listes

Rappels probabilistes.
e Inégalité ‘union-somme’ : Pr(J;_, E;) < >, Pr(E;)
e Inégalité ‘au moins un' : Pr(}"7" X; > k) <Pr(V_ X; > £) <37 Pr(X; > £)

Soit H la variable aléatoire associée au nombre de listes.

Dans une structure a trous de n > 0 clés on a :

1
n2

Pr(H > 3log(n) +2) <

n

Preuve

Il'y a au moins h + 2 listes ssi une clé a été dupliquée au moins h fois.

Par I'inégalité ‘union-somme’, Pr(H > h +2) < n2".

Par conséquent, Pr(H > 3log(n) +2) < n2-3le( = L O

n

On note R la variable aléatoire associée au nombre de parcours de pointeurs
lors d'une recherche.



Pire cas probabiliste d'une recherche (1)
Sin > 0 alors Pr(R > log(n)(12log(n) + 8)) < 310%5%

Preuve. Soit N; le nombre de parcours de pointeurs horizontaux de la liste 4.
Pr (R > log(n)(121log(n) + 8))

=Pr (Z 1g>;(1 4 N;) > log(n)(12log(n) + 8))

1<i

< Pr ( Z (14 N;) + Z 1g>;(14 N;) > log(n)(12log(n) + 8))

1<i<3log(n)+2 3log(n)+2<i

< Pr ( > (1 + N;) > log(n)(6log(n) + 4))

1<i<3log(n)+2

+ Pr ( Z 1p>;(14 N;) > log(n)(6log(n) + 4))

3log(n)+2<1
<Pr Z (14 N;) > log(n)(6log(n) +4) | +Pr(H > 3log(n) + 2)
1<i<3log(n)+2

1
< > Pr (14 N; > 2log(n)) + —
1<i<3log(n)+2 n



Pire cas probabiliste d'une recherche (2)

e Soit ¢ # —oo de la liste 4, un élément du parcours

I'éléement précédent du parcours est

» soit un certain ¢’ < e dans la liste 7 ;

» soit e dans la liste 7 + 1.
Le deuxiéme cas intervient avec une probabilité % d'apreés I'insertion.
e Si e = —00, ce cas a une probabilité égale a 1.
Par conséquent, N; vérifie Pr(N; > m) < 27™. D'on :

Pr(1+ N; > 2log(n)) < S2log() = 2

et en reportant dans l'inéquation :

31 +2 1
og(n) .

Pr(R > log(n)(12log(n) + 8)) < n2 2

n2



Cas moyen d’'une recherche

‘Si n > 0 alors E(R) < 6log(n) + 6‘

Preuve. Le nombre de parcours de pointeurs horizontaux est < n.

E(R)=E (Z 1p>i(1+ Ni))

1<i

< > E(1+ N;) + nPr(H > 3log(n) +2)+ > Pr(H >1i)
1<i<3log(n)+2 3log(n)+2<i
1
< > E(I+N)+1+ > =
1<i<3log(n)+2 3log(n)+2<i
< > E(1+N;) +2

1<i<3log(n)+2
< 6log(n) +6

carE(14+ N;) <2



Suppression et insertion

Le surcodit de l'insertion et de la suppression est lié

au tirage répété d'une piéce non biaisée et au nombre d'éléments ajoutés.
D'ou :

Cas moyen.

Le nombre moyen d’éléments ajoutés est 2.

Pire cas probabiliste.
La probabilité que ce nombre soit supérieur ou égal a log(n)

est inférieure ou égale a %



Une grille pour des points
Soit un ensemble de n points du plan P = (p;)i<n avec p; = (zi, ;).
Soit 0 < r une largeur de grille.
Alors l'indice id" (p;) = (af, BF) € N? est défini par :
raf <ax; <r(al +1)etrf] <y, <r(8] +1)
La cellule de p; est le carré [raj,r(af + 1)[x[rp],r(B] + 1)[.
Build(r, P)

» trouve en temps moyen O(n) une fonction de hachage universelle h

(avec complexité du choix en 0(1))
» sans collision pour (id"(p;))i<n

» et stocke dans T les (p;);<y, en fonction de leur indice.



Plus proche paire de points

o < PermutationUniforme(n) ; P < (poi))i<n
r < dist(p1, p2); (T, h) < Build(r, {p1,p2})
For i from 1 to 2 do Insert(p;, T[h(id" (p:))])
For i from 3 to n do
(r = min(dist(pr,pe) | k AL A Kk, L € [1,1—1])
(T contient les points (px)k<i)
temp < r; (a, B) < id"(p;)
For (k,¢) in {~1,0,1} do
key =h(a+k,B+ )
For p in T'[key] do
If dist(p, p;) < temp then temp < dist(p, p;)
If temp = r then Insert(p;, T[h(id" (p:))])
Else
r < temp; (T, h) < Build(r, {p1,...,p:i})
For j from 1 to i do Insert(p;, T[h(id" (p;))])




Correction

Il suffit de démontrer I'invariant de boucle pour établir la correction.
Lors de I'itération du point p;
» soit p; est inséré dans T';

» soit 1" est reconstruit avec les points {p1,...,p;}.

p; améliore la distance minimale r s'il existe p; avec j < i tel que dist(p;,p;) < r.

Par conséquent la cellule de p; doit étre :

» soit la cellule de p; ;

» soit une cellule adjacente.

Observation. L'absence de collision n'est pas nécessaire pour la correction.



Complexité (1)

Nous établissons qu’en moyenne I'algorithme s'effectue en O(n) ou en O(nlog(n))

selon le modéle de calcul probabiliste adopté.

Itération du point p;

e Puisque la fonction de hachage est sans collision, les points d'une liste T'[key]
ont méme identifiant et se situent donc dans un carré de coté r.

e Puisque la distance entre deux points de cette liste est au moins 7,
il y a au plus 4 points par liste.

e Par conséquent, le calcul de temp opére en temps constant.

e L'éventuel appel a Build s'effectue en O(4) en moyenne.



Complexité (2)
Soit :
> Pi = {p177p’b}y
» pour Q C P, r(Q) la distance minimale entre points de Q ;

» Un point p € Q est dit Q-critique si 7(Q \ {p}) > r(Q).

Examinons la possibilité de I'appel a Build :

» s'il n'y a pas de point P;-critique, 7(P;—1) = r(P;)
et il n'y a pas d'appel & Build;

» S'il y a un seul point P;-critique, alors il y a un appel & Build
si ce point est p; d'ol une probabilité %

» S'il y a deux points P;-critiques, alors il y a un appel a Build
si I'un des points est p; d’oti une probabilité 2.

» |l ne peut y avoir trois point P -critiques p,p’, p”’ car (par exemple)
si 7(P;) = dist(p, p’), alors p”’ n'est pas critique.

Par conséquent, la complexité moyenne cumulée des appels a Build est en :

Zz<n 10( )=0(n)
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Le probleme de la coupe maximale

Etant donné un graphe G = (V, E), le probléme de la coupe maximale consiste a :
» renvoyer une partition V = VoV

> telle que [{{u,v} € E|u € Vy Av € V1}| soit maximal.

Le probleme de décision associé MAXCUT prend en entrée G et K < |E|
et renvoie vrai si :

» il existe une partition V =V, W V;
» telle que [{{u,v} € E|lueVyAveW}| > K.

MAXCUT est NP-complet.

Preuve.

Par réduction de 3SAT a MAX2SAT puis de MAX2SAT a MAXCUT.



MAX2SAT est NP-complet (1)

Le probléeme MAX2SAT prend en entrée un entier k et des clauses
d'au plus deux littéraux sur les variables (x;);<y et renvoie vrai si :

> il existe une valuation de (x;);<, dans {L, T}"

» telle qu'au moins k clauses soit satisfaites par cette valuation.

Réduction de 3SAT a MAX2SAT. Soit ¢ = AlSiSp a; Vb Ve

L'instance de MAX2SAT Ins est définie par k = 7p et pour Ui<p Cl;
avec Cl; I'ensemble des clauses suivantes :

> aj, by, ¢iydi;

> —a; V =bi, —ma; Ve, —bp Ve

» a; V d;,b; V —d;, c; V d;.

ol les d; sont des nouvelles variables.



MAX2SAT est NP-complet (2)

Considérons une valuation v des variables de ¢.
e Supposons que v = a; V b; V ¢;. Examinons les différents cas de satisfaction :
» a; = T et b; = ¢; = L. En choisissant d; = L, on satisfait 7 clauses de CI;.
En choisissant d; = T, on satisfait 6 clauses de Cl;.
> ai:bi:TetCi:J_.
En choisissant d; € {L, T}, on satisfait 7 clauses de Cl;.

» a; = b; = ¢; = T. En choisissant d; = L, on satisfait 6 clauses de Cl;.
En choisissant d; = T, on satisfait 7 clauses de Cl;.

e Supposons que v £ a; V b; V ¢;. Si d; = T, on satisfait 4 clauses de Cl;.
Si d; = L, on satisfait 6 clauses de CI;.

e Supposons que ¢ est satisfaisable.
Par un bon choix de valuation pour les d;, on satisfait 7p clauses de Ins.

e Supposons que ¢ n'est pas satisfaisable.
Alors pour tout v, il existe i tel que v £ a; V b; V ¢;.
Il n'est donc pas possible satisfaire 7p clauses de Ins.



MAXCUT est NP-complet (1)

Réduction de MAX2SAT a MAXCUT. En préalable :
e Elimination des clauses unitaires.

» Ajout d'une nouvelle variable v ;
» Remplacement d’une clause a par a V y et a V =y puis incrémentation du seuil.

e Suppression des clauses redondantes = V —z et décrémentation du seuil.

Soit une instance Ins de MAX2SAT définie par :
les variables {x;}i<n, les clauses {a; V b }1<j<p et k < p.

Le graphe Gins = (V, E1 W E5) est défini par :

> V= {1} U{2], 7 h1<i<no<i<op;

StEN,US) >

> B = {{2, 7 }hi<i<no<jj<op (|E1l = n(2p+1)?);

2—1 125 2j—1 2
» By = Ulgjgp Trj avec Tr; = {{a}’ ", b5}, {a ", L}, {07, L}}
et —x identifié a 7.

K = |Ey| + 2k.



MAXCUT est NP-complet (2)

Soit V=VowV; et CUT = {{u,v}|ueVoAnveV}
Observations.
> S'il existe 27 € V et xfl eV alors |[E1 \CUT| > 2p+1;
» S'il existe ff €V et ffl € Vy alors |Ey \ CUT| > 2p+1;
» S'il existe m et ¢ tel que Ujggp{xg,fg} C Vi alors |[E; \ CUT| > (2p + 1)2.

e Supposons que [CUT| > K. Alors :
» pour tout ¢, il existe m; tel que {xf}jgp C Vi, et {ff}jggp CViem,
> [{J | [Tr; nCUT| =2}| = k.
On définit la valuation v par v(z;) = T ssi L ¢ V..

e Supposons qu'une valuation v satisfasse au moins k clauses. Alors :

Vi={ad |i<nAj<2p+1Av(z) = TYU{Z | i <nAj < 2p+1Av(z;) = L}
et Vo=V \ 1.



Un algorithme probabiliste naif
On note V = {v;}i<n.

Vo0
Vi 0
Cut + 0
For i from 1 do n do
b < Sample({_L, T}, uniform)
If b then
Vo + Vo U{wi}
Else
Vi« ViUu{w}
For {u,v} € E do
If {u,v} N Vo # 0 and {u,v} N Vi # 0 then
Cut < Cut U {{u,v}}




Garantie probabiliste

Cut est une variable aléatoire.
Introduisons pour chaque i < n, X; définie par : X; = m si v; € V,,.

Observons que [Cut| =}y, , yep 1x,#x,. D'ou:

E(|Cut]) = > Pr(X; #X))
{vi,v;}€FE
= Z Pr(X; =0+# X;) +Pr(X; =1 # X;)
{vi,v;}€FE
B 11
- 2 it

{vi,v;}€E

D'ou :

E(|Cut]) = =~



Dérandomisation de |'algorithme (1)

Abrégeons I'événement A\,_, X; = x; par (z;)i<k.

E(|Cut| | (z:)i<k) S iPr(ICut] = j | (z:)i<k)

JEN
_ JPr(|Cut| = j A (z:)i<k)
B JZQ:V Pr((zi)i<sk)
_ Z JPr(|Cut| = jA(x:)i<k AXpt1 = 0) + jPr(|Cut| = jA(2:)i<p AXpy1 = 1)

Sen Pr((@i)i<k)
= Pr(Xgt1 =0 (zi)i<k)B(|Cut| | (zi)i<k A Xp41 =0)
+ Pr(Xp41 =11 (@i)i<w) E(ICut| | (®i)i<k A Xpy1 = 1)

- 5 (BUCut] | @)ici) A X1 = 0) + B(Cut] | (20)ia) A Xipr = 1))

Par conséquent, il existe une suite (z;);<,, telle que :

%IEI = E(|Cut))=E(|Cut| | (z1)) < E(|Cut| | (z:)i<2) < ... <E(|Cut|| (zi)i<n)

Comment la trouver (itérativement) ?‘




Dérandomisation de |'algorithme (2)

E([Cut] | (zi)i<k A Xpp1 =m) = > Lo, ota
{Ui7vj}€E/\i,j§k

+ Z 1£Cﬁém

{vi, o1 Ni<k}EENG,j<k

+ Z Pr(z; # X;)

{vi,v; }EENI<KAj>k+1

+ Z Pr(m # X;)

{vk+1,v; }EEAj>k+1

+ > Pr(X; # X;)

{vi,v; }eENL,j>k+1
1
{vi,v; }EEAL,j<k {vivp+1tEENI<E {vi,v; }EEN>k+1

Par conséquent, m = arg maX(Z{vi,kaAz’gk}eEm,jgk 1g,4m).



Un algorithme glouton déterministe

Vo < H{vi}; Vi< 0; Cut <0
For i from 2 do n do
cntg < 0; ecnty <+ 0
For j from 1 do i — 1 do
If {vi,v;} € E then
If v; € Vi then cento < cento + 1 else ent1 < cnt1 + 1
If cnty > cnto then
Vo < Vo U{vi}
Else
Vi« Vi Uu{wi}
For {u,v} € E do
If {u,v} N Vo # 0 and {u,v} N Vi # 0 then
Cut + Cut U {{u,v}}

- - 2]
Cet algorithme garantit [Cut| > 5.
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Bornes de Chernoff-Hoeffding

Soit X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes et ¢ > 0.
def def

Onnote: X =5 .. X;etpu=E(X).
e Bornes multiplicatives
Supposons les X; a valeurs dans {0,1} et ¢ < 1. Alors :

ne?

Pr(X > (1+e)u)<e 5 et Pr(X < (1—e)p) <e T

Cas particulier. X1,..., X, i.i.d. avec p = E(X;). Soit M = % Alors :

npe?

et Pr(M < (1—¢)p) <e 2

npe?
Pr(M > (1+4¢)p)<e 3

e Bornes additives
Supposons que pour tout 4, a; < X; < b; avec a; < b;. Alors :
_ 22 _ 22
Pr(X >pu+e)<e TinCima)? et Pr(X < p—g) <e ZisnCi—a)?
Cas particulier. X1,..., X, € [0,1] i.i.d. avec p = E(X;). Soit M = £. Alors :

2

Pr(M>p+e¢) < P Pr(M<p-—¢)< e~ 2ne



Estimation probabiliste (1)

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans {0,1}
telle que 0 < p = Pr(X = 1) soit inconnue
mais qu'une borne inférieure 0 < p* < p soit connue.

Soit ¢, > 0. Alors I'algorithme suivant via les bornes multiplicatives garantit que :

[sloi@/s)]pg
Pr(|kp — €] > kpe) < i

__plog(2/6)
F

¢
Pr(lp — | > pe)
k

< 2e 2e™18(2/9) — 5

k+— [731‘;1{*(:2/6)-‘ 0+ 0
For i from 1 do %k do
b + Sample(X)
Ifb=1then/ <+ ¢+1

Return(£)

Cet algorithme est polynomial en fonction de % % et p%.



Estimation probabiliste (2)

Soit ¢pt(in) un nombre a calculer en fonction d'une entrée in

dont un calcul efficace n’est pas connu.

Méthode probabiliste. Définir deux ensembles E(in) C F(in) tels que :
» |E(in)| = cpt(in) et |F(in)| peut étre calculé efficacement ;
» un tirage uniforme de e € F(in) peut étre effectué efficacement;;

» le test ‘e € E(in)?" peut étre décidé efficacement;

[E(in)]|
[ (in)]|

» un minorant de peut &tre calculé efficacement.

Solution. On estime la probabilité p que e € F(in) appartienne a E(in)

et on renvoie p|F(in)|.



Comptage probabiliste d’interprétations
Soit o =V,,, Cli avec Cl; = A\

(sans perte de généralité, pour tout k et i, xy, ~xy, n'apparaissent pas simultanément dans Cl;)

J<n; fi,j ou £i7j S {1‘1, L1y, Ty, —|.’L‘n}.

On veut calculer le nombre de valuations v € {L, T}" telles que v = ¢

Si P = NP alors ce calcul ne peut pas s'effectuer en temps polynomial :
Soit 1 une formule CNF alors 1) n'est pas satisfaisable ssi 2" interprétations
satisfont —1) réécrite en temps linéaire en formule DNF.

On cherche alors une estimation probabiliste de ce nombre

a I'aide de I'algorithme précédent :
» Soit la distribution uniforme sur I'ensemble des valuations;
» Soit p la probabilité qu'une valuation aléatoire satisfasse ¢;
» Alors 2"p est le nombre recherché.

Ici F'(in) est I'ensemble des valuations.

Probléme : soit p* = max;(27"™) alors > peut &tre exponentiel en n.

p*



Un échantillonnage alternatif (1)

Soit V; = {v | v = CI;}.
- Vil = 2m
» on peut effectuer un tirage uniforme dans V; en choisissant de maniére

équiprobable la valeur d'une variable absente de C1;.

Soit @ = {(i,v) | i <mAvEV,;}

> 19 =2 Vil

» on peut effectuer un tirage uniforme dans € en choisissant ¢ < m

avec probabilité %7"“ puis de maniére équiprobable v € V;.




Un échantillonnage alternatif (2)

Soit * C ) défini par Q* = {(i,v) € Q| Vj <i (j,v) ¢ Q}.
Autrement dit, (¢,v) € Q* si Cl; est la premiére clause satisfaite par v.

|Q2*| est le nombre de valuations v telles que v = .

On cherche alors une estimation probabiliste de ce nombre
a I'aide de |'algorithme précédent :
» Soit la distribution uniforme sur Q;
» Soit p la probabilité qu'un couple aléatoire (i, v) appartienne a Q*;

» Alors |Qp est le nombre recherché.

s 1 1 P )
Avantage : ici p* = - et - est linéaire en lo].
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MAX3SAT

Soit une formule ¢ = Aj<ma; V b; V¢
avec {a;,bj,¢;} C{xiti<n U{~@i}icn et [{a;, b5, ¢} =3.
Le probléme d'optimisation MAX3SAT consiste & renvoyer
le maximum de clauses de ¢ satisfaites par une valuation.
Observation. La restriction a exactement trois littéraux n'en est pas une
pour les algorithmes exacts.
Soit ¥, z deux nouvelles variables. La clause a; est transformée en quatre clauses :
a;VyVz, aVyVz, a;VyVzeta; V-oyV oz,
» Soit v une valuation et v/ une valuation qui étend v 3 vy, 2.
» Si v = a; alors /' satisfait les quatre clauses.
» Si v £ a; alors V' satisfait exactement trois clauses.

De la méme facon a; V b; est transformée en deux clauses a; Vb; Vy et a; Vb; V —y.

Le probléme de décision associé est NP-complet (déja vrai pour MAX2SAT).

‘ D'ou I'intérét pour des algorithmes d'approximation. ‘




Un premier algorithme pour MAX3SAT

Considérons |"algorithme probabiliste suivant.

For i from 1 do n do
v(z;) < Sample({L, T}, uniforme)
Return(v)

Complexité. Cet algorithme opére en temps linéaire.

Correction.

» Soit N la variable aléatoire associée au nombre de clauses satisfaites par v

> Soit X; qui vaut 1si v |=a; Vb; Vcj et 0sinon. B(X;) =I;

» N=Y,_,, Xi. D'ou E(N) = T,

Observation. Si m < 8 alors ¢ est satisfaisable. Pourquoi ?



Un algorithme de Las Vegas

While True do
For i from 1 to n do
v(z;) < Sample({_L, T}, uniforme)
count < 0
For j from 1 to m do
If vE=a;Vb; Ve, then count < count + 1
If count > ™™ then Return(v)

Analyse. Soit p;, = Pr(count = k) et p = Zk>7m/8 Dk

%n: S okpet+ Y. km

k<Tm/8 k>7Tm/8
Soit m' = max(k | k < %") Observons que %" —-m' > é.
%“ <m'(1—p)+mp<m’+mp. D'ot p > %(%" —m') > %.

Le nombre moyen d'itérations du While est donc majoré par 8m.



MAXSAT
Soit une formule ¢ = Aj<m Vi<n; €k avec {€; 1} € {2i}ticn U {2 ficn-

Le probléme d'optimisation MAXSAT consiste a renvoyer
le maximum de clauses de ¢ satisfaites par une valuation.

While True do
For i from 1 to n do v(z;) < Sample({_L, T}, uniforme)
count < 0
For j from 1 to m do
If v Vi<n; Lk then count + count + 1
If count > % then Return(v)

Analyse. La probabilité de satisfaire une clause est supérieure ou égale a %
D'ou E(N) 2 % Donc % < Zk<m,/2 kpk + ZkZm/Q prk

Soit m’ = max(k | k < ). Observons que 2 —m’ > 1.
Z<m/(1—p)+mp<m'+mp. D'oﬂpZ%(%—m’)Zﬁ.

Le nombre moyen d'itérations du While est donc majoré par 2m.



Un choix biaisé de la valuation
On note POSj = {Z | 36.7'7/6 = xz} et Negj = {Z ‘ szjc = —\Jﬁi}.

Soit le programme linéaire max ngm zj tel que :

Vi<n0<w <1,Vj<m0<z < 1/\22.613087, wi—i—zieNegj(l—wi) >z

On note (w;)i<n; (2 )j<m, une solution optimale.

‘ Le choix biaisé de v(x;) = 1 se fait avec la probabilité w.

Observation.

Soit opt(y) le nombre maximal de clauses de ¢ satisfaites par une valuation.
Etant donné une valuation v, on définit w} = 1,(,,)=T et 2 = 1V|:vkgnjgj’ .
(WY )i<n, (z;)jgm est une solution de ce programme linéaire.

Par conséquent opt(p) <>, 2]

Notation. Soit un littéral £; ;.

Silj = z; alors wi, = w}

H _ . * _ *
Silj = —~x; alors wi, =1 —w;



Interlude

Soit (cvi)i<p des réels positifs et v leur moyenne. Alors [, a; < .

Preuve.
Si I'un des «; est nul, c'est immédiat.
Le logarithme est concave :

log(v) = log(% Eigh ;) > % Eigh log(cv;).
D’ou : log(y") > log([ i<y, i) équivalent a : [, o < .

Soit s un entier non nul et f(z) =1 — (1 — £)° pour z € [0, 1].

f@) e (-1 etl— (-1 >1-1

Preuve.

f est concave car f”(z) = —1(1—£)"72 <.
f(0)=0et f(1)=1—(1— 1) d'ou la premiére inégalite.
l—xge_zél—%Se_%é(l—%)sge_l

d'ou la deuxiéme inégalité.




Analyse (1)

Onnote B, =1— (1 —1)s,

Pr(v = Vicnljk) > Bn,2f et E(N) > (1-£) 2

*

Z;

j<m “~j-

Preuve.

Par définition du programme linéaire, Ekgn k22

2\ i %
Pr(v b= Vien, bi) = 1= [e, (1~ wj)>1— (1= )7 > 5, 20

wi \ " 2%\ i
car Hkgng(]‘ w; k) (1—%;“‘) < (]__FJ]) J

E(N) > 3 Bn,25 = (1= ) Xjam 25
Remarque. 1 — 1 ~ 0.632.

Ceci conduit a un algorithme de Las Vegas

qui répéte un tirage aléatoire biaisé

jusqu'a I'obtention d'un nombre de clauses supérieur ou égal a (1 — =



Analyse (2)
Soit N7 le nombre de clauses satisfaites par le choix non biaisé

et N> le nombre de clauses satisfaites par le choix biaisé.

max(E(Ny),E(Ny)) > % ngm z;.

Preuve.
E(Nl) = Zs Zﬂnj:s 1 - 275 2 ZS Z“njzs(]‘ - 278)2;

LEMN) +E(N) > 3, Y5, o, it
ePours>31-2°+p3,>2-1-27s>2-1_2>3
— _ 1 _ 3 —2 3 _ 3
ePours=2pBy=1-7=31-2"2+3=3
OPours:1,61:1,1—2*1+1:%

Ceci conduit a un algorithme de Las Vegas
qui répéte un tirage aléatoire biaisé et un tirage aléatoire non biaisé

jusqu'a I'obtention d'un nombre de clauses supérieur ou égal a 3 Z]<m i



Calcul du médian : le principe

Soit T un tableau de n éléments tous distincts avec n impair.

On cherche le médian m défini par [{i | T'[i] < T[m]}| = [ 5].

Il existe un algorithme simple en O(nlog(n)) qui consiste a trier T’

et renvoyer |'élément médian.

Schéma d’un algorithme de Monte Carlo.

>

| 4

On sélectionne aléatoirement un sous-ensemble significatif R de valeurs de T';
On trie R et on définit un intervalle autour du médian de R;

On sélectionne le sous-ensemble C' d'éléments de T' compris dans cet intervalle

en comptant le nombre d'éléments inférieurs et supérieurs a cet intervalle;

Il'y a échec si le médian ne se trouve pas dans C'

ou si sa taille est trop grande;

On trie C et on retrouve le médian de T' a partir du tri.



Calcul du médian : lI'algorithme

R est un tableau de taille [nf].

C' est un tableau de taille variable < n.

For i from 1 to f?ﬁ} do RJ[i] + T'[Sample(1...n, uniform)]

3

Sort(R, [n3])
d« R[[3n% - Vn]l; f < R[[4n + V]
by 0;4p0;7+0
For i from 1 to n do
If T[i] < dthen £g < ¢3+1
Else If T[i] > f then ¢; < ¢y + 1
Else j < j+1; C[j] + TV[i]
Ifly> 5 orly>3orj> 4ni then Return(Fail)
Sort(C’,j), Return(CH%] —£4])

Observation. Cet algorithme peut &tre transformé en algorithme de Las Vegas.



Complexité et correction (probabiliste)

Complexité en O(n).

L'initialisation de R se fait en O(n1 log(n)), donc en O(n).
Le tri de R se fait en O(n1 log(n1)), donc en O(n).

La boucle principale se fait en O(n).

Le tri (éventuel) de C se fait en O(ni log(ni)), donc en O(n).

Correction.

d et f sont des valeurs de T et C[1, j] contient le sous-ensemble trié
des valeurs comprises entre d et f.

Sitg< 2

Sigf§2

alors d < m.
alors f > m.

Par conséquent m est une des valeurs C[1, j]

et plus précisément la [5] — /g iéme valeur.



Probabilité d’échec (1)
La probabilité d’échec est majorée
par la somme des probabilités des événements suivants :

. 3 o zaz Lo P N
By Il'y a moins de 4n — \/n valeurs (répétées) de R inférieures ou égales a m.
. 3 Py Lo P N
Es Il'y a moins de $n% — \/n valeurs (répétées) de R supérieures ou égales a m.

Es Il'y a plus de 4n? valeurs de T entre d et I

e m < d implique F; et f < m implique Fs.

%
T trie |

Bl

1

Wl
3
[N

—Vn —



Probabilité d’échec (2)

Rappel Chernoff-Hoeffding. Soit (X;);<x une famille de variables aléatoires

indépendantes avec X; a valeurs dans [a;, b;].
262

Soit X =", Xiet u=E(X). Alors : Pr(X < p—¢) <e Tisslima?

Application.
Si la iéme valeur de R est inférieure ou égale a m alors X; = 1 sinon X; = 0.

Ici [as,b] = [0,1], k =ni, p= ("/ﬂmx >1 n4 ete=+/n.

2n

1 1
D'ott Pr(E;) <e n?/7 = e 2"* et Pr(E,) <e 27",



Ly B pd Y -
Probabilité d’échec (3)
Si F5 est réalisé alors :

Fs 1 soit il y a au moins 2n3/4 éléments supérieurs a m dans C';
Es 5 soit il y a au moins 2n/4 éléments inférieurs & m dans C.

Es5 1 implique qu'il y a au moins 2n3/* éléements compris entre m et f dans 7.
D'ou f est supérieure ou égale a 5 + 2n3/% valeurs de T

. . 3 Lo P
et R contient au moins %n4 — /n valeurs supérieures ou égales

a%+ 2n3/4 valeurs de T.

n
2
T trie | [m] T ]
3
+— >2n4 —
%n% +/n n%



Probabilité d’échec (4)

Rappel Chernoff-Hoeffding. Soit (X;);<) une famille de variables aléatoires

indépendantes avec X; a valeurs dans [a;, b;].
252

Soit X =3, X et p=E(X). Alors : Pr(X > p+¢) < e Zicn(bi—a,)%

Application.

Si la iéme valeur de R plus grande que 2 + 2n®/* valeurs de T

(i.e., dans les Z — 2n3/4 plus grandes valeurs)

alors X; = 1 sinon X; = 0.

Ici [ai, bi] = [0,1], k = ni, ,u:n%(% —2n7E) = %n% —2y/nete=/n.

1 1
D'on PI'(Eg}]_) < e~ et PI‘(E372> < et



Sélection du kieme plus grand élément
On applique I'algorithme récursif de séparation des valeurs avec deux différences :

» le séparateur est choisi uniformément parmi les valeurs du tableau ;
« , N L, . L, . N 3n
> Lors le tableau lié a un appel récursif est trop grand (supérieur a =)

on choisit 3 nouveau un séparateur plutét que faire I'appel.

Select(T,n, k)
While True do

med <+ Sample(1...n,uniforme); vmed + T[med]
by 0;4;+0
For i from 1 to n do

If T[t] < vmed then €4 < £q+ 1; T4[lq] < Ti]

Else If T[i] > vmed then £y < £+ 1; Ts[ls] + Ti]
If £ > ¢4 and k < n — £ then return vmed
If k < {4 and ¢4 < 2" then return Select(Ty, {4, k)
If k> n— (s and {; < 3" then return Select(T¥, s,k —n + {5)




Analyse de complexité

e Soit D; = {i | T'[i] < vmed}. Par définition, |D;| = £4.
med a été choisi parmi les n — ¢4 autres indices.
Si ¢4 > 32 alors med est choisi parmi moins de 7 éléments.
D'ou Pr(£d> 3y < 1

e Soit F; = {i | T[i] > vmed}. Par définition, |F;| = ¢;.
med a été choisi parmi les n — £; autres indices.

Sity >3 “ralors med est choisi parmi moins de 7 éléments.
D'ou Pr(€f> sy <1

Le nombre moyen d'itérations de la boucle While est donc majoré par 2.

Le temps local moyen d'un appel est donc majoré par cn

pour un certain c.

Le temps global moyen est majoré par cn ),y (%)2 =4cen = 0(n).



Contraction aléatoire d'un multi-graphe

Soit un multi-graphe connexe G = (V,E) avec 1 < n = |V| et m = |E| < ™= 1)
On considére un ordonnancement aléatoire de E = (e;)i<m, uniformément ChOISI.

Pour tout i < m, G; = (V, (e;)j<i).

lllustration.




Recherche de coupe par contraction

On cherche un i tel que G; ait deux composantes connexes (CC) notées Vj et V7.
On calcule les CC de Gm : {Wi i<k

» Si K =2 c'est gagné;

> Si K > 2 alors on itére le procédé sur G' = ({Wy bi<r, (€j) m<j<m);

» Si K =1 alors on itére le procédé sur Grmy.

Une itération s'effectue en temps linéaire par rapport au nombre des arétes.

D’ol une complexité en O(m) + O(F) +--- = O(m).
lllustration.
S =

0 /g/o 0 GY o
4 4

o—] o




Coupe minimale d'un multi-graphe

On cherche une partition V =V &gV}

telle que I'ensemble des arétes joignant 1 a V; soit de taille minimale.

Un algorithme de Monte Carlo pour la coupe minimale.
» On itére p fois le procédé précédent;

» On renvoie la partition qui minimise la coupe.

Complexité de I'algorithme en O(pmlog(n)).

’Quelle valeur choisir pour p?‘

Observation.

Cet algorithme ne peut pas étre transformé en un algorithme de Las Vegas.



Analyse de |'algorithme (1)

La probabilité qu'une coupe minimale soit trouvée
par une itération de |'algorithme est supérieure ou égale 3

2
n(n—1)"

Preuve. Notons F' les arétes d'une coupe minimale V=1V, W V; et k = |F]|.
Il suffit qu'a chaque diminution (jusqu'a deux) du nombre de CC

les arétes de F' ne soient pas choisies.

Invariant de boucle. Soit {W;},<, les composantes connexes de G;.

Alors il existe {1,...,L} = Io W1 t.q. pour s € {0, 1}, Vi = ¥,c; We.




Analyse de I'algorithme (2)

Preuve (suite). m > % car chaque sommet a au moins k arétes.
Soit le multi-graphe des CC avant la j + 1éme diminution de CC.
Puisque les arétes de F' n'ont pas été choisies, sa coupe minimale est
Il a n — 7 sommets donc au moins k(n — j)/2 arétes.
La probabilité de ne pas choisir une aréte de F' est minorée par
k(n—j)/2—k n—-2—j
k(n—j5)/2 — n—j

La probabilité d'obtenir la coupe minimale est donc minorée par :

Tfn—Q—j_ 2
o " —J n(n—1)
D’ou une probabilité d'erreur majorée par (1 — ﬁ)lg < e TED

Si p= n(n— 1) log(n)
avec probabilité d’erreur inférieure ou égale a L.

alors la complexité de I'algorithme est O(mn?log®(n))

"inchangée".

]
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Gestion de cache

La mémoire de |'ordinateur est constituée :
» d'une mémoire principale a priori infinie ;
» et d'une mémoire cache de n cellules.
On considére une séquence d'accés mémoire o € NT.

Une exécution mémoire ex(o) = op1(i;) ... opk(ix) de o est une suite
d’opérations telles que pour tout j < K, i; € N et
op; € {shortaccess, longaccess,unload} vérifiant :

» la projection de ex (o) sur les accés est égale a o ;

» la projection de ex(o) sur les opérations de i € N est un préfixe de

(longaccess(i)shortaccess(i)*unload(i))* ;

» Pour tout préfixe p = op1(4;) . . . opi(ix) de ex (o),
{j < k| op; =longaccess}| — |{j < k| op; = unload}| < n.
Dans la suite, on abrége shortaccess en sa, longaccess en la et unload en ul.

On définit miss(ex(o)) = |{j < K | op; = la}| et opt(c) = min(miss(exz(0))).



Une famille d’algorithmes en ligne

La suite des opérations d'un algorithme « en ligne » générées par o1, ]

ne dépend pas de ofi + 1, o]

Cache <+ 0; Mark < 0 (round + 1)
For i from 1 to |o| do
If 5(i) € Cache then p = p - sa(oli])
Else
If |Cache| = n then
If Cache \ Mark = 0 then Mark < 0 (round <+ round + 1)
j < some item of Cache \ Mark
p < p-ul(j); Cache < Cache\ {j}
p < p-la(oli]); Cache < Cache U {o]i]}
Mark < Mark U {c[i]}

Il s'agit d'une famille car le choix de j n'est pas précisé.

Mark est I'ensemble des cellules accédées durant le tour courant.



L'algorithme LRU

Cache < 0 (round < 1; hround «+ 1)
For i from 1 to |o| do
If 3(o (i), k) € Cache then
Cache < Cache\ {(c(2),k)} U {(c(?),9)}; p= p- sa(o]i])
Else
If |Cache| = n then
j < argmin(k | (j, k) € Cache) (old < min(k | (j, k) € Cache)
(If old > hround then round < round + 1; hround <« i)
p < p-unload(j); Cache < Cache\ {j}
p < p-la(oli]);
Cache « Cache U {(o]i], i)}

En définissant Mark = {j | (j,k) € Cache A k > hround},

on vérifie que I'algorithme LRU (least recently use) appartient a la famille.



Analyse : une borne inférieure

lo=(12...n+1)""|

L'exécution optimale de o est :

la(1)...la(n)ul(n)la(n + 1)sa(1)...sa(n — L)ul(n — 1)la(n)
sa(n+ 1)sa(l)...sa(n — 2)ul(n — 2)la(n — 1) ...la(1)sa(2)...sa(n — Dul(n)la(n + 1)

avec opt(n) = (r+1)(n+1)
L'exécution p générée par LRU est :

la(1)...la(n)ul(la(n 4+ Dul(2)la(l) ... ul(n + Dla(n)ul(1)la(n + 1) ...
avec miss(p) = (rn+1)(n + 1).

miss(p) _ rn+1
opt(n) —  r+1

D’ou un ratio ~n quand r est grand.



Analyse : une borne supérieure (1)

On décompose les accés d'une séquence arbitraire o

selon les tours de I'exécution p d'un algorithme en ligne de la famille.
Observation. Cette décomposition ne dépend pas du choix de |'algorithme.

Sans perte de généralité, on suppose que o effectue r > 2 tours

dont le dernier partiellement.
Pourquoi ?

Chaque tour débute avec |'accés qui a provoqué le « démarquage » du cache.

o =i (iflliz ]| [léf) -

avec iy, 14, .. .,0,, 4] tous distincts.



Analyse : une borne supérieure (2)

e L’algorithme effectue au plus un accés long par i, lors du tour pour k < n.

D'ou : miss(p) < rn.

e Soit p*, une exécution optimale o.
Lors du premier tour p* effectue n accés longs.
Soit o’ (i [|ig || ... ||i;t) - 7 . .. la sous-séquence de o
Au début de I'exécution de o’ par p*, i1 est en mémoire.
Donc I'un des (premiers) accés a s, ..., i,,4) sera un accés long.
Par conséquent miss(p’) > n+r — 2.
D'ou : ]
miss(p) ™
= ~"n
opt(n) n4+r—2

quand 7 est grand.



Un algorithme en ligne probabiliste

Cache < 0; Mark < 0 (round <+ 1)
For i from 1 to |o| do
If o(z) € Cache then p = p - sa(o]i])
Else
If |Cache| = n then
If Cache \ Mark = ) then Mark <+ 0 (round <+ round + 1)
j < Random(Cache \ Mark, uniforme)
p <+ p-ul(j); Cache < Cache\ {j}
p < p-la(oli]); Cache + Cache U {o]i]}
Mark < Mark U {o[i]}




Analyse (1)

Soit o une séquence d'accés mémoire avec r tours et une exécution optimale.
On dit qu’'une cellule mémoire i est fraiche au tour j + 1 si :

» 4 n'appartenait pas a8 Mark a la fin du tour j;

» ¢ appartient & Mark a la fin du tour j + 1.

On note ¢; le nombre de cellules fraiches du tour j.

Observation. Il y a n + ¢; cellules accédées durant les tours j et j + 1.
Il'y a donc au moins ¢; accés longs durant les tours j et j + 1.

Soit 0, le nombre d'accés longs durant le tour j avec 0(0) = 0. Alors :

r—1 r—1 r
20pt(0) > ZOJ' +0j41 2> ch-u = ch
Jj=1 j=0 j=1

D'ou : opt(c) > %Z;=1 Cj



Analyse (2)

e On considére p I'exécution aléatoire de I'algorithme probabiliste sur o.

e Il y a au moins ¢; accés a des cellules fraiches durant le tour j
dont exactement ¢; accés longs.

e Soit NFj = {i1,...,in_c,} I'ensemble des cellules non fraiches du tour j
ordonnées selon leur premier accés durant le tour j.

e Soit i, € NF}, la variable aléatoire L;, vaut :

» 1 si le premier accés a i durant le tour j est un accés long;

» 0 sinon.

e m;, le nombre moyen d'accés longs durant le tour j, est égal a :

¢+ 2: E(L%)

k<n—c;



Analyse (3)
Si ¢; = n alors m; = ¢; sinon j > 1.
Soit J les cellules dans le cache a la fin du tour j —1. Ona NF; C J.

Considérons le premier accés a i, et notons ¢ < ¢;, le nombre de cellules fraiches
actuellement dans le cache. Le cache contient alors :

» {i1,...,ik—1}, les cellules non fraiches déja accédées;
» ¢ cellules fraiches;
» n—c—k—1cellulesde J\ {i1,...,ik-1}-
D’'autre part, c cellules de J ont quitté le cache.
i) appartient soit aux n —c — k — 1 cellules de J \ {i1,...,ixk—1} dans le cache,

soit aux ¢ cellules de J qui ont quitté le cache (de maniére uniforme).

La probabilité que iy ne soit plus dans le cache est donc égale a T S nji,gﬂ
m; < ¢;(1+ Zkgn—cj n—}c-}—l) =c(1+ ch+1gzgn %) < ¢ Zegn % < ¢;(1 4+ log(n))

D'ou :

E(miss(p))

opi(e)~ S 1+ log(n)




Développements possibles

e Tri rapide probabiliste : présentation et analyse de complexité
e Structure a trous : présentation et analyse (partielle) de complexité
e Dérandomisation de I'algorithme probabiliste de recherche de coupe maximale

e Algorithme probabiliste de recherche de coupe minimale
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