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Un premier algorithme

Hypothéses. Soit A un anneau. On suppose que :

» A est commutatif, i.e. Vx,y € A xy = yx
» 2 =141 est inversible, i.e. 3271 2712 =1

On dit que a est un diviseur de 0, noté a | 0 s'il existe b # 0 tel que ab = 0.
On ne suppose pas que A est intégre : il peut exister a # 0 diviseur de 0.

Soit P, @, deux polyndémes de degré < n.

For i from 0 do 2n — 2 do R[i] < 0
For i from 0 don — 1 do
For j from 0 do n — 1 do
R[i +j] < R[i + j] + Pli]Q[j]
Return(R)

Complexité en ©(n?)



L'algorithme de Karatsuba (1)

Supposons n = 2F.

P=PO 4+ POX7 et Q=Q0 +QWX3z
avec PO, P QO Q) des polyndmes de degré < Z.

R s'exprime alors comme suit :
R=POQO 4 (pPMHQO 4 pOQI)x3 4 pMQM x"
ou encore :
R = POQO (PO £PM)(Q®+QM)— pO QO _phgh) x4 pM oM x»

qui a 'avantage de nécessiter uniquement trois multiplications de matrices.



L'algorithme de Karatsuba (2)

ProduitRec(P,Q,n)
If n =1 then R[0] «+ P[0]Q[0]; Return(R)
For i from 0 to 5 — 1 do
PO« Plil; POLi) + Pli+ 31 QU « Qlil Qi) « Qli+ 3]
SPi] « Pli] + Pli + 3] SQ[i] + Q] + Q[i + 3]
R « ProduitRec(P”,Q®, 2); R™" « ProduitRec(P™",Q", 1)
SR < ProduitRec(SP, SQ, 5)
For i from 0 to 5 — 1 do
R[i] + R“[q]
R[i+ 2]+ RO+ 2] + SR[i] — R [i] — R [4]
Rli+n] + R[]+ SR[i + 2] — RO+ 2] — RV [i + 2]
Rli+ 2] + RW[i + 2]
Return(R)

D’aprés les équations de récurrence, complexité en ©(n'°82(3)).



Multiplication par
évaluation-interpolation

Soit A un corps.

Le produit PQ de degré inférieur a 2n — 1 peut se calculer

a I'aide de 2n — 1 valeurs distinctes {z; }o<i<2n—1.

évaluation

{P(xz)v Q(xi)}i<2n—1

Le produit des évaluations s'effectue en O(n).

produit

interpolation

Quid de I'évaluation et de l'interpolation ?

{P(xi)Q(xi)}i<2n—1



L'algorithme de Horner

Soit P un polynéme de degré inférieur 3 n et v une valeur.

s+ Pln —1]
For i from n —2 downto O do

(s= Z;}H P[kJoF==1)
s 4+ s X v+ P[i]
(s = Xp= Pl )
Return(s)

e n — 1 multiplications et additions.

e L'étape d'évaluation s'effectue en ©(n?).



L'interpolation de Lagrange

Soit {z;, yi bicn ({X[i],Y]i]}i<n) les n points. Alors P =3

n 41_[]'-# X—x;
=1 YiT,  wi—w;

est I'unique polynéme de degré inférieur & n qui les rencontre.

Q0] + —X[1]; Q[1] + 1;
For i from 2 ton do (Q = ][, X —z;)
Q] + 1

Q[0] = = X[i]Q[0]
For i from 0 to n — 1 do P[i] < 0

For i from 1 to n do (P = Z,Ki Vi :{fif;&,r ))
J j#i\Fi T T i

ceY[i};Forjfrom1tondoifj7éithencem

For j from 0 to n — 1 do P[j] < P[j] + cR[j]

Rin —1] < Q[n]; For j from n — 1 downto 1 do R[j — 1] +

For j from i — 1 downto 1 do Q[j] + —X[i]Q[j] + Q[j — 1]

Qlj] + X[i] R[]

L'étape d'interpolation s'effectue en ©(n?).




Racine primitive de |l'unité

Soit n € N*. w € A est une racine niéme de l'unité si w™ = 1.
w est primitivesiV 1 <i<n, =w’—1]|0.

1. W% wt, ...,w™ ! sont des racines niémes de I'unité toutes distinctes.
2. Si n est pair alors w? est une racine 5ieme primitive de I'unité
et w? = —1.
. n—1, 4\j _
3. Pour tout 1 <i<m,onaj (') =0.
Preuve

1. (W)™ = (w)? = 1. S'il existe 0 < i < j < n tels que W’ = W'

alors (w’=% — 1)w® = 0. Donc w~%* — 1| 0, une contradiction.
2. (w?)% =w" =1etpourtout 0 <i < % (w?)" =w?, d'od ~w? —110.
1)(w? +1) =w™ — 1 =0. Puisque ~w? — 1|0, w? +1=0.
n—1¢ iyj i i\n : i n—1, 4i\j
3. (ijo (W) (w* —1) = (w")™ = 1 =0. Puisque —w" — 1|0, ijo (w*)? = 0.



Polynbme et racine primitive

Soit P =3, , piX" et w une racine niéme primitive avec n = 2",

Notons PO =37, . poi X" et PV =37, o poir X'

P(X) =P (x?) + xPW(Xx?)

D’'oll, en notant que wht3 = wEwk = —wWF :

» VO< k< % P(O)(w2k) — P(O)(WQ(%+IC)) _ Zi<%p2i(w2k)i
P(l)(w%) - p(l)(w2(%+k)) - Zi<%p2i+1(w2k)i
P(wk) — P(U)(w%) erkp(l)(w%)

P(W%Jrk) — p (w2k) _ wkp(l)(w%)

» VO<k <

|3

» VO<Ek <
» VO< k<



Transformée de Fourier rapide

0 n—1 (

e Evaluation de P sur les n racines w”,...,w stockées dans T').

FFT(P,T,n) :
If n =1 then F[0] < P[0]; Return(F)
For i from 0 to 5 — 1 do
PO « P[2i]; PWi] « P[2i +1]; T'[i] + T[24]
FO « FFT(PO,T',2); F «+ FFT(PW,T', 2)
For i from 0 to 5 — 1 do
v TEFD ] Fli] < FO[] +v; F[2 414 « FO[] —v
Return(F)

e D'aprés les équations de récurrence, cette étape s'effectue en O(nlog(n)).



Anneau de polynémes quotient

Soit D =3",, diX" avec d,, inversible.

A[X]/D est I'ensemble des classes d'équivalence de A[X]
par la relation P ~ @ si Pmod D = Q@ mod D.

Le représentant de la classe d'équivalence de P est P mod D (de degré < n).
A[X]/D est un anneau et on note P -p @ le produit dans A[X]/D.

Deux anneaux quotients particuliers.

P'X'HQ:Z ZPin-F Z pig; | X*

k<n \i+j=k i+j=k+n

Poxna Q=Y | Y ma— >, pag|X*

k<n \it+j=k i+j=k+n



Anneau quotient et racine primitive
e Soit w une racine niéme primitive, P =3, p;X' et Q =3 ., ¢;X".

PQ=H(X"—-1)+ P -xn_1 Q pour un certain H
D’ot pour tout i, P(w!)Q(w?) = PQ(w?) = P -xn3 Q(w?).

e Soit 0 une racine 2niéme primitive. Notons P = i i X7

Pixm Q= DO b~ Y pigy) X
k<n  i+j=k itj=k+n
= Z( Z eipieij -0 " Z Qipiﬁjqj)X’“
k<n i+j=k i+j=k+n

Z( Z 0'pit’ q; + Z Oipitig) X" = PoxayQ

k<n i+j=k i+j=k+n



Interpolation et racine primitive
Soit P = ZKnpiXi et I'application f,, ., qui associe a (po, ..., Pn—1),

Jrnw®@o, - Pn—1) = (P(W"),...,P(w"™ 1)

C'est une application linéaire.
M,, ., sa matrice {0,...,n—1} x {0,...,n— 1} est définie par : M, ,[i, j] = w¥.

‘ M, M, 1 = nld ‘

Preuve.

M, oM, .,-1[i, ] § wkw=k = p
k<n

i#5 MpoMy i g =) whw™ =3 (") =0

k<n k<n



Multiplication rapide dans A[X|/X"—1

Onnote R=n"'%,_ PQ(w")X"

PyQ e > PoxngQ
FFT(P,n,w) o
FET(Q,n, ) FFT(R,n,w™")
) ) produit _
{P(w), Q") }icn {PQw")}icn

La complexité de cet algorithme est en ©(nlog(n)).



Multiplication rapide dans A[X]

On se place dans A[X]/X?"—1. Soit @ une racine 2niéme primitive.
R=(2n)"t>,_,, PQ()X".

P,Q e »PQ =P 2y Q
FFT(P,2n,0) B
FET(Q.2n.0) FFT(R,2n,071)

. . produit _
{P(gl)aQ(gz)}i<2n {PQ(QZ)}1<27L

2im

Application a A = R en plongeant R dans C avec w = e



Multiplication rapide dans A[X]|/X"+1

On note R=n"'%,_, PQ(w)X".

PyQ o > Poxnn Q
P.Q PoxoaQ=PxnQ
FRT(D,m,w) FFT(R,n,w™")
FFT(Q,n,w)
produit

{P(@"), Q) }icn {PQ(w")}i<n

Les opérations supplémentaires s'effectuent en O(n).
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Une racine primitive dans A[X|/X"+1

Soit n = 2F avec k € N*. Alors :
6 = X est une racine 2n-iéme primitive de I'unité dans A[X]/X™ + 1.

Preuve. 0™ = —1. Donc 0 est une racine 2n-iéme de |'unité.

Montrons que que pour tout 1 <t < 2n, =0' — 1 | 0.

Observation. Soient p,q € Z avec ¢ > 0,

GP1 —1 = (0P —1)(1 + 6P + 6?7 + ... + 0l p),

Donc, si =677 — 1| 0 alors =67 — 1| 0.

e Soit ¢ <0, 9?1 — 1 =6PI(1 — 9—P7), 7 — 1 | O si et seulement si 6~P7 — 1 | 0.

D’ou pour tout p,q € Z, si =P — 1| 0 alors =6? — 1| 0.

e 0" — 1 = —2 inversible donc =™ — 1| 0.

Posons g = pgcd(t, 2n), g s'écrit 2K avec k' < k, donc g divise n.

D’aprés I'observation, =09 — 1 | 0.

e D’'aprés le théoréme de Bezout, il existe u,v € Z tels que tu + 2nv = g.
etu_lzgtuamw_l:gg_l

Puisque ¢ divise tu, =" — 1| 0.



Une racine non primitive dans A[X]/X°%+1

Considérons les puissances successives de X dans A[X]/X%+1 :

> 1, X, X?, X?, X4, X5,
> -1, - X, —X?, - X3 —X* —X%

‘ —X2 _ 1 est un diviseur de 0. ‘

Preuve.

X041=(X2+1)(X* - X2 +1)

L'interpolation dans A[X]/X°®+1 avec les puissances de X? est fausse car :

DX =1-X"+ X' +1- X"+ X =2-2X"+2X* #0

<6



FFT dans (A[X]/X"+1)[Y]/Y™ —1

Soit un polynéme P € (A[X]/X"4+1)[Y]/Y™ —1avecm <n

a évaluer sur °, ..., w™ avec w = X . (Ti] = w')
FFT(P,T,m,n) :
If m =1 then F'[0] «+ P[0]; Return(F')
For i from 0 to %' — 1 do

2
PO}« P[2i]; PV [i]«+P[2i + 1]; T'[i]+T[24]
FOFFT(PO, 7', 2); FO«FFT(PY, T, 2)

For i from 0 to % — 1 do

vT[i]- FO[i]; Fli]«FO[i]+v; F[2 + i]«F9[i]—v
Return(F)

Complexité. Les opérations (en rouge) sont des copies, additions et
multiplications de polynémes de degré inférieur a n.

L'un des termes de chaque multiplication est £ X* pour un certain k.

Cette multiplication correspond a une translation circulaire des coefficients avec
changement de signe pour certains coefficients.

Toutes ces opérations s'effectuent en ©(n). Donc la FFT opére en ©(nmlog(m)).



Changement d’anneau
Objectif. Multiplication rapide dans A[X]/X™+1 ot n = 2¥ pour n > 16.
1.n=dd avecd =231 et d' =2L3).
2. Onassocieda P=3,_ p; X' e A[X]/X"+1
PY e (A[X]/X?41)[Y]/Y ¥ 41 défini par
pPY = Z(ZPidﬂX‘j)Y
i<d j<d

llustration. n = 16, d = 4, d' = 4.

= piX)+ O pisaX )Y + O pirs XNY2+ (O pip1n XY

<4 1<4 <4 <4

3. Pour calculer P -xnyy @ (3 coefficients dans A), on calcule PY yag QY
(a coefficients dans A[X]/X?14-1).

Observation. Les produits de coefficients de PY et de Q¥ sont identiques
dans A[X]/X24+1 et A[X] car ces coefficients ont un degré inférieur a d.



Schéma de l'algorithme

PyQ oo > Poxnn Q
Py, QY PYyay, Q
Py, Qv PYoya  QV=PYoyayy QY

FFT(PY,d,w)

FFT(QY,d',w) FET(R, &™)

produit dans A[X]/X244+1 PO
APY (W) - x2a QY(W*) bicar

{PV(w), Q¥(w")}ica ——
par appel récursif

avec R=d'" 'Y,y (PY(w') -x2ayy QY(w'))Y" et w = X,



De PV -y, Q¥ a P-xny Q (1)
Soit :
» PV = Zi<d/piyyi

> QY= Zj<d’ Q?Yj

_ a _ Yy b
> PY yd'4q QY= Za<d/ chY™ avec ¢f = Zb<2d Ca,bX

ol = >oola — > plaf

i+i=a i+j=d'+a
= > O pannX)O_ganX) = D> O piasn X" qran X
i+j=a h<d 1<d itj=d'+a h<d I<d

Cg,bz Z Z Pid+hqjd+1 — Z Z Pid+hGjd+1

i+j=a h+i=b i+j=d'+a h+1=b
Observation. ¢, _, , se réduit a :

) —
Car—16 = Z Z Did+nq5d+1

i+j=d'—1 h+1=b



. De PY 'Yd/_HQy a P'X”—HQ (2)
oit :

> P:Zs<np5XS’Q:Zt<ntht
» P * X1 Q = Zu<n CuXu avecC ¢, = Zs+t=u Psqr — Zs+t=n+u Psqt
Posons s =id+h,t =jd+1, u=ad+0b, avec 0 <i,j,a<d et 0< h,l,b<d.

Cu = > > Pid+h9jd+1 - > > Pid+h9jd+1
i+j=a h4l=b i4+j=d’4+a h+l=b

+ Pid+hdjd+l — > > Pidthdtl
i+j=a—1h+l=d+b itj=d'+a—1h+l=d+b

Casa=0.Dou 0<u=>b<d.

cu = S0 > Pidtn%at — 2 > Pid+hdjd+l
i4j=0 hfl=u itjed! htl=u
— . . — Y _ .Y
Pid+hdjd+l = 0w "% 1. dtu
i+j=d/ —1 h+l=d+u
Cas a > 0.
Cu = > > Pid+h9jd+1 — > > Pid+h9jd+1
itj=ah+l=b i+j=d’+ah+l=b
— Y Y
- Pidthijatt = 2 3 Pidth%att = qpTel o1t
i+j=a—1h+l=d+b i+j=a—1h+l=d+b



Analyse de complexité

Soit n = 2¥ et T'(n) le temps d'exécution. On considére ici le logarithme en base 2.

» Si k est pair T'(n) < cnlog(n )Jr V/nT(24/n)
> Si k est impair T(n) < cnlog(n) + /57T (2v2n)

Il existe ng et e tel que pour tout n > ng, T(n) < enlog(n)log(log(n)).

Preuve. Démontrons-le par induction. Supposons que & est pair.

T(n) < enlog(n) + vAT(2y/7)

T(n) < enlog(n) + ey/i(2y/ log(2y/7) log(log(2y/7)))
T(n) < cnlog(n) + 2enlog(2y/n) log(log(2y/n))
T(n) < enlog(n) + enlog(n) +2) log(log(2y/m))
T(n) < cnlog(n) + en(log(n) +2) log(} log(n) + 1)
T(n) < enlog(n) + en(log(n) + 2)(log( log(n)) + %) (avec ng suffisamment grand)
T(n) < cnlog(n) + en(log(n) + 2)(log(log(n)) — 2)
T(n) < og(log(n)) + (¢ — 3)nlog(n) + 2log(log(n))
<

)
enlog(n)l
enlog(n)log(log(n)) (avec e > 2c et ng suffisamment grand)

Le cas k impair se traite de maniére similaire.
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Séries formelles

Une série formelle a coefficients dans A est de la forme P = 3", p; X".
Les opérations de A[[X]], I'anneau des séries formelles sont définies ainsi
avec Q =) NG X"

» P+Q =3 cnpi + @)X

» PQ = ZkeN(Zi+j:k pin)Xk

P est inversible ssi pg est inversible. Son inverse @) est alors définie par :

g =1y et g =—qo Zpi—jqj
g<i

Preuve.

Q doit vérifier pogo = 1 et pour tout k > 0, Zi+j:kpiqj =0.
La premiére équation implique pg inversible d'inverse qq.

Les équations suivantes se résolvent alors inductivement :
Podi = — ;i Pi—jqj d'00 ¢ = —qo Y Pi—j4j-

Observation. ¢; = —p1q;



Calcul de l'inverse

Les séries sont définies de maniére implicite :

» par une fonction p(n) qui renvoie p,, ;

» par une équation de récurrence comme Pn = Pn—1 + Pn—2, €tc.

Dans la suite on suppose qu'on peut calculer p,, en ©(1),
une fois calculés pg, ..., pn_1.

Objectif. Calcul efficace des n premiers coefficients de I'inverse d'une série.

Inverse(p, n)

Q[o] < p(0)*

For i from 1 ton — 1 do
Qi+ 0
For j from 1 to i do Q[i] + Q[i] + Qi — j]p(j) ;
Qli] + —Q[0]Ql]

Complexité en O(n?).



Analyse de l'inverse

Soit n = 2¥. Décomposons @, I'inverse de P de la facon suivante :

» Q=Qo+ Q1+ Q2
» Qo = ZK% X" Q1= Z%§i<n aX'et Q=3 , ¢:X’

Q1 = —PQ3 tronqué aux coefficients d’indice compris entre Fetn—1

Preuve. P(Qo+ Q1+ Q2) =1

D'ou:1— PQgy= PQ1+ PQs

En multipliant par Qo : (1 — PQg)Qo = PQoQ1 + PQoQ2
puis en utilisant & nouveau P(Qo+ Q1+ Q2) =1 :

(1= PQo)Qo = (1 — PQ1 — PQ2)Q1 + PQoQ2

D'ot : Qo — PQj = Q1—PQ7 — PQ1Q2 + PQoQ>

Puisque Q% et Q2 sont des séries dont les coefficients inférieurs a n sont nuls et

Qo est de degré strictement inférieur & 7, on obtient le résultat.



Calcul efficace de l'inverse

Inverse(P, n)

If n = 1 then Q[0] < P[0]™"; Return(Q)
Qo < Inverse(P, )

Qa + Produit(Qo, Qo, )

Qa < Produit(P,Qq,n)

For i from 0 to £ — 1 do Q[i] + Qoli]
For i from % to n — 1 do Q[i] + —Q.[7]
Return(Q)

Analyse de complexité.
Pour n > 2 T(n) < cnlog(n)log(log(n)) + T(g)
D'ou :

T(n) <d+ Z c— log( )1og(log( )) < d + 2cnlog(n) log(log(n))
0<i<k



Plan

Produit rapide de polynémes

Inversion de série

Produit rapide de polynémes sans racines primitives de |'unité
@ Division de polynémes

2N G4



Calcul de la division

Soit P=3",,piX"et D=3
La division euclidienne de P par D est définie par la paire (Q, R) telle que :

i<m diX" avec m < n et d,, inversible.

P=QD + R avec deg(R) <m

Quotient(P, D,n, m)
For i from n — m downto 0 do
Qli]  Pli +m|Dfm)~*
For j from i+ m — 1 downto ¢ do P[j] < P[j] — D[j — i]Q]]
For i from 0 to m — 1 do R[i] < P[i]
Return(Q, R)

Analyse de complexité.
La division s'effectue en ©((n + 1 — m)m).



Division via les séries

On introduit une nouvelle variable formelle T telle que X = %
L'équation P = QD + R peut se réécrire :

) = (T Q)T D7) + T'R(7)

ou T"P(7), T" ™Q(7), T™D(7) et T"R(7) appartiennent a A[T] C A[[T]].

T"P(

Nl =

Le terme constant de 7™ D(%) est d,,. Donc T™D() est inversible dans A[[T]] :

n 1 m l -1 _ qmn—m l n l m l -1
TP (T D()) ™ = T""Q() + T"R(Z) (T D(7))
Le terme non nul de plus petit degré de T"R(%) aundegré >n—m+1.

Par conséquent :

T "Q(5) =T"P(3)(T™D(7))"" tronqué aux n —m + 1 premiers coefficients




Calcul efficace de la division

For i from 0 to n — 1 do P’[i] + P[n — i
For i from 0 to m — 1 do D'[i] + D[n —i]
D" < Inverse(D',n —m+1)

Q@' < Produit(P’, D", n)

For ¢ from 0 to n —m do Q[i] < Q’'[n — i]
QD + Produit(Q, D, n)

For ¢ from 0 to m — 1 do R[i] + P[i] — QDJi]
Return(Q, R)

Analyse de complexité.
La division s'effectue en ©(nlog(n)log(log(n))).
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