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Un exemple introductif

Le probléme du flot maximal. Soit un graphe orienté G = (V, E) avec s,d € V
et doté d'une capacité s : E — N tel que :

» s n'ait pas d'arc entrant et tout sommet soit accessible depuis s;

» d n’ait pas d'arc sortant et tout sommet soit co-accessible depuis d.
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Le probléme du flot maximal consiste a attribuer un débit a chaque arc
» qui n'excéde pas la capacité;
» qui vérifie les lois de Kirchhoff;

» qui maximise le débit sortant de s.



Spécification formelle

Soit I'ensemble de variables {2y v }(u,v)er dans R,

Maximiser Z(S veE Tsw tel que :

Yo e V\ {s,d} Z Tow — Z Ty = 0
(u,v)EE (v,w)EE
V(U, ’U) S E Lu,v S “i(uv 'U)
lllustration.
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Maximiser x1 o + 13 tel que :

> T12 =T24+ X255, T1,3 =T34+ T35, T24+ T34 =2T45;

» 212 <15, w13 <21, w24 <37, 125 <59, 234 <13, 235 < 44, 45 < 19.



Différentes formulations

Formulation générale.
» A = (a;;) une matrice entiére indicée par IWI' x Jw J
» b= (b;) un vecteur colonne entier indicé par I W I’
» ¢ = (c;) un vecteur ligne entier indicé par J & J’
Interprétation.
Un ensemble {z;},c de variables dans Ry et {x;};c; de variables dans R
Un ensemble I d'égalités : Vi € I 3 . ;5 aijzj = b;
Un ensemble I’ d'inégalités : Vi € I’ ZjerJ/ a; ;x; > b;
Une fonction de colit & minimiser : 3. 7/ ¢;;
Formulation standard.
Uniquement des variables positives (J' = )) et des égalités (I’ = ().
Formulations canoniques.
Uniquement des variables positives (J' = () et des inégalités (I = ().

Uniquement des variables réelles (J = ) et des inégalités (I = 0).



Intérét des formulations restreintes

Formulation standard.

e Se préte a I'algorithme du simplexe.

Formulation canonique.
e Se préte a un algorithme en temps polynomial.

e Donne lieu a une interprétation géométrique.

Maximiser 2z1 4+ xo tel que 0 < 1 A0 < zo Ay + 2w0 < 2

(0,1)

(2,0)




Transformer la formulation générale

De la formulation générale a la formulation canonique.
> Remplacer 3., aijz; = bi par:
Y jedwr @igTi = bi N=3 e ryp @i = —bi

» Pour tout j € J', ajouter deux variables positives xj7x;

» Substituer dans les équations et la fonction de colt x; par :v;r —xy

De la formulation générale a la formulation standard.
» Pour tout ¢ € I’, ajouter une variable positive 7
S
» Remplacer 3=, ;r aijz; > bi par 35 0 @iz — i = b;

» Pour tout j € J', ajouter deux variables positives J’j‘,rj_

» Substituer dans les équations et la fonction de colit x; par a:;r -z

Observation. Les transformations s'effectuent en temps linéaire.
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Un pré-calcul

Rappel de la spécification.
A= (aij)i<m,j<n, b= (bi)i<m €t ¢ = (¢;)j<n.

x = (2;)i<n est un vecteur de variables.
S def
Minimiser f(x) = c-z tel que Az =bAx >0

Elimination des équations redondantes (Gauss).

For 7 from 1 to m do
If Ja; ;, # 0 then
For i’ from i+ 1 to m do
a;r g

For j from 1 to n do ai ; < airj —ai ;5

bir 4= byr — b; Lk

v agk

Else if b; # 0 then return pas de solutions

Else supprimer la ligne i

Résultat. Le probléme est inchangé
mais le rang de A est égal a son nombre de lignes (toujours noté m), d'ot n > m.



IHlustration

gl =< ” Sl e ” gl o H
Sl o |« H S| ey [ H S e | H
Flolo|— H Llolo|— H Tlo|lo|— H
Slo [~ |~ H Slo |~ |— H Slo—|o H
S = | H Sl—lele H Sl—|olo H
- o= o= N



Base d’un programme linéaire

Soit BC J avec B =J \ B.
On note Ap la sous-matrice de A réduite aux colonnes de B.

B est une base si |B| = m, Ap est inversible et Aglb > 0.

Soit le vecteur z(B) > 0 défini par :
» pour tout j € B, zﬁB) = (A5'D);;
» pour tout j € B, ang) =0.

Alors Az(B) = b.

lllustration B = {1,2,3} et 2(¥) = (1,2,3,0,0).

A x1 9 X3 T4 Ty
1 0|01 3 ]2
0 1 0| 2 -1
00 1 |/-11]3

c[1[1]t1]1]1]




Fonction de coiit et base

Observation.
On peut supposer que le domaine de f(z) = c-x est {z | Az = b}.

On note xp la restriction de x a B et x5 la restriction de z a B.
Soit z tel que Az = b. Puisque Agxp + Az =b, x5 = A5'b— Az' Agxp.
Par conséquent la fonction de colit peut se réécrire :

f(z) = cp Tp+cp-Tp

= cgAR'b+ (cg — cpAR'Ap)x

o]

= c-z® + (cg chAglAg)x,;

def

. _ f f _
Notations. ABB = ABlAB, bBB def ABlb et cgp def Cp — CBABIAB.



IHlustration

A X1 i) T3 Ty Is

1
0 1 10| 2 |-1
0

c[IJ1]1]I]1] o

%1:173‘%4721‘5,1'2:2721'4+1'5 etx3:3+x473x5

f(l): 1731’472(L’5+272.’E4+.’£5+3+ZL’4731’5+ZL’4+ZL'5
= 6—3.1‘4 —3]75
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Une itération du simplexe (1)

L’algorithme maintient :

» |la base courante B et sa solution z(B) ;

» |la correspondance entre les indices de B et de I ;
(dans I'exemple, i¥ =1, i} =2 etil =3)

» 'équation xp + Aggrs = bppa;

» I'écriture courante de la fonction de coit f(z) = ¢- 2B + cpp - 25.

A l'issue d'une itération, il y a trois possibilités :
» 2(B) est une solution optimale;
» le probléme n'est pas minoré : min(c-z | Az =bAx >0) = —oc0;

> la nouvelle base B’ = B U {e} \ {s} verifie f(2(B)) < f(z(P)
et f(zB)) < f(zB) si B £ 2(B),



Une itération du simplexe (2)

e Si cyp > 0 alors 2(5) est une solution optimale.
e Sinon I'algorithme choisit un indice entrant e tel que cz5[e] < 0.
On augmente z(5)[e] = 0 autant que possible en modifiant

pour chaque j € B, 2(P)[j] de maniére a satisfaire I'équation i :

(if) Zj +ABB[ja Te + Z Apgli g,J] ’—bBB[B]
j’€B\{e}

o Si{j | Appli¥ e] > 0} =0, 2P)[e] peut croitre indéfiniment
et le probléme n'est pas minoré.

e Sinon
B[] = min(AbB; ‘ ABB[tie] > 0).
s€{j| Applif,e] > OAABB[ ]x<B )le] = bpili®]}.

if/z iv’ et pour tout j € B\ {e}, Zj :i?'



IHlustration

T3 T4 Ty b

(Id,App) x1 BB
1 0 0 3 2 1
0 1 0 2 -1 2
0 0 1 -1 3 3

Soit e = 5.

> Pour satisfaire I'équation (1) avec 21 > 0, x5 peut croitre jusqu’a 3

car x1 + 2x5 doit rester constant et égal a 1;

» Pour satisfaire I'équation (2) avec x5 > 0, x5 peut croitre indéfiniment
car xo — x5 doit rester constant et égal a 2;

» Pour satisfaire I'équation (3) avec 3 > 0, x5 peut croitre jusqu'a %

car x3 + 3x5 doit rester constant et égal a 3.

Dot s =1 et 2(B)[e] = i



Une itération du simplexe (3)

Mise a jour des coefficients des équations.
e L'équation iZ

zs + Applid, elze + 3, reB\{e} Applid . j'ley = bpplif]
devient I'équation %’

ABB[isB:e}_lmS +xe + Zj’EB\{e} ABB[iSB7e}_1ABB[iSB7jI]xj’ = ABB[i5B7e]_1bBB[iE]
def . . .
e Soit E = AggliZ, el (b B’['L?]—IL']'—Z]-/GB\{G}ABB['LE,]/][L']-/). Alors z. = E.

e Une équation z #£iB
zj + Applif, elze + Zj/EB\{e} Apslif, i’z = bpsliy]
devient |'équation if/
zj+ Applif  €lE+ X cpy oy Aslis 317 = bpplif]
Calcul de f.

f(x) =c-2B) 4 cpp - x5 devient ¢ - 2B) 4 > jeB\(ey CBBLIT; + cpplel E.



IHlustration

e L'équation 1 + 3x4 + 2x5 = 1 devient %xl + %m + x5 = %

-1 _ 1, _3
®T5 =3 521 5L4-

e L'équation x5 + 2z4 — x5 = 2 devient x5 + 224 — (5 — 3

. 1
soit @ + x4 + 1y = 5.

e L'équation x3 — x4 + 325 = 3 devient 3 — x4 + 3(% - %xl — %m) =3
soit z3 — %334 — %.131 = %

e f(x) =6 — 3x4 — 3x5 devient 6 — 3x4 — 3(% — %xl — %u) soit % + %m + %xl.

AB’B' T5 To I3 Ty X1 bB/B/
3 I I

R

0] 01 ]-5]-3 2

_ 3 9
BB >

Cette solution est optimale.



Terminaison

Observations.

n

") (donc exponentiel).

e Il y a un nombre fini de bases inférieur ou égal a (
e La terminaison est garantie si on ne rencontre pas deux fois la méme base.

e f décroit ou est inchangé a chaque itération.

Si I'algorithme ne se termine pas alors il existe B1, B, ..., Bx = B; une suite
de bases rencontrées par I'algorithme avec f(z(PV)) = ... = f(2(Px))
ce qui implique que :

» (B = = z(Bx)

» les variables correspondant aux indices entrants et sortants des B; sont nulles.

La régle de Bland. Choisir le plus petit indice entrant et sortant possible.

’Si la régle de Bland est appliquée alors I'algorithme se termine.

(preuve par I'absurde)



Correction de la regle de Bland (1)
e En supprimant les indices j de ﬂlS]KK By, ainsi que les équations ijB’C
alors I'algorithme ne se termine pas non plus.
e En supprimant les indices j de ﬂlS]KK By, et les occurrences de z;

dans les équations et dans f alors I'algorithme ne se termine pas non plus.

Nous pouvons donc supposer que :

» tout indice entre et sort de la base au moins une fois

durant la suite d'itérations;

» pour tout k, 2(Px) = 0 et donc f(2(Pr) = 0.

Soit jm I'indice maximum et :
» By telle que jm € By N B4y (jm entre dans la base By 1)
» By telle que jm € By N Byryq (jm sort de la base By )

» jn tel que € By N Byry1 (jn entre dans la base By 1)



Correction de la régle de Bland (2)

Définissons le vecteur y par :

> ylin] =1;

> Pour tout j € By, ylj] = —Ap,, 5, [if’“/,jn];

» Pour tout j € By \ {jn}, y[j] = 0.
Par construction, Ay = b.
f(y) = f(0) +cp,, 5, lin] = cp,, B, [in]< O puisque jn entre dans By ;1.
Puisque jm sort de By, Ap , 5, [z’ﬁ’:{,jn] > 0.
Pour tout j € By \ {jm}, Ap 5, [if"’,jn} < 0 d'aprés la régle de Bland.
D'od y[j] < 0 & j = jm.

Puisque jm entre dans By1, ¢p, g, [jm] < 0.

D'apres la régle de Bland, pour tout j € By \ {jm},cp, 5, [j] > 0.

FW) = X iemgmy o Y] + e, B, Limlylim] = cp, g, [im]y[im]> 0.

D'ou une contradiction.



Initialisation : un programme auxiliaire

L'algorithme présenté plus haut nécessite une base initiale.
Pour en trouver une (s'il en existe) on introduit un programme linéaire auxiliaire.

Sans perte de généralité b > 0.

Le programme linéaire est « étendu » avec m variables y = (Zp41, ..., Tntm)-
La matrice A est étendue par :
Vi<i<m,Ali,n+i]=1AVn+1<j#n+i<n+m,Al,j]=0

Autrement dit Ax +y = b.

. ~ def
La nouvelle fonction de colt est : g(z) = > icpim Ti-

By={n+1,...,n+m} est une base:AB(,:IdetAgib:bZO.



Initialisation : construction d’une base

Puisque ¢ > 0 I'algorithme renvoie z(Z) une solution optimale.
Cas n°1 : g(z(B)) > 0. Alors le probléme initial n'admet pas de solution.

Cas n°2 : g(=(B)) = 0. (Id | App)(a ny et rang(Agq,ny) = m.

yeeny

Soitje BN{n+1,...,n+m}. Il existe j' € {1,...,n} tel que ABE[if,j’] £ 0.

Sinon le vecteur ligne d'indice i¥ de Ag n}) < m.

..........

B’ =B\ {j} U{j'} est aussi optimale puisque z; = z;» = 0.

En itérant, on obtient B* C {1,...,n} une base du programme linéaire initial.
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Recherche d’'un minorant

Soit un programme linéaire standard (A, b, c).

Soit y € R telle que d Qef yA vérifie d < c.

Alors pour tout z > 0 tel que Az =b, y-b=yAx=d-z<c-x
Autrement dit, y - b < min(c-z | At =bAzx > 0).

Pour rechercher le « meilleur » y , on définit le probléme dual suivant :

Maximiser y-btel que y € RI AyAd <¢
Cas général. Soit P le probléme primal :
Minimiser c-x tel que :
VieILAli,—]-z=bAVieI',Ali,~]-x > b;AVj € Jz; >0
Alors D le probléme dual de P ou y € RTY!" est défini par :
Maximiser y - b tel que :

Viedy -Al—,j]<ciAVjeJ y-Al—,jl=c;AViel y, >0



IHlustration

55

15 37 19
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Soit P. Maximiser z1 2 + x1,3 tel que

> T12 =T 4+ X255, T1,3 =T34+ X35, T24+ T34 =2T45;

» 21,2 <15, 213 <21, waq <37, w25 <55, w34 <13, 235 < 44, 245 < 19.
Alors D est défini (aprés réécriture) par :
Minimiser 15y 2 + 21y1 3 + 37y2.4 + 55y2,5 + 13y3 4 + 44y3 5 + 19y 5 tel que

> Y1,2,Y1,3, Y245 Y2,5, Y3,4,Y3,5: Ya,5 > 0

» 1<yi2+y2 1 <y13+y3;

> Yo < y2a+tys, Y3 <Yz at+ya,

> Y2 S Y25, Y3 S Y35 et ya < Yas.

Une solution : yo =yos=yes =yi3=1¢€t y3=ys =y1,0 = y3,4 = y3,5 = ya,5 = 0.



Le dual du dual est le primal

Maximiser y-b tel que :
ViedJy - Al—jl<cAVjeJ y -Al—jl=c;AViel y; >0
se réécrit :
Minimiser —b-y tel que :

Vi€, —Alj,—)-y> —c;iAVje T —Alj,—] y=—c; AVie I y; >0

Autrement dit, D = (Ip, Iy, Jp, Jb, J5, AD, bp, cp) est défini par :
s Ip=J Iy=J Jop=Tet Jy=1I;
+ Pour tout i, j, Apli,j] = —A[j.i:

» bp = —c et cp = —b.

En appliquant une nouvelle fois cette transformation, on obtient P.



Dualité faible

Soit  une solution (non nécessairement optimale) de P et y une
solution (non nécessairement optimale) de D. Alors :

y-b<yAdr<c-zx

Preuve.

Vied (y-Al— j))z; < cjx; puisque z; > 0.
Vield, (y-Al— i)z; = cjx;.

Dou : ZjEJUJ’(y CAl= gy < ZjeJuJ/ CjTy-
Autrement dit : yAx < c-x.

Vie I y;(Ali,—] - ) > y;b; puisque y; > 0.
Vi€ I,yi(Ali, =] - @) = yib;.

Dot : Y icrup YilAld, =] -2) > >0 vibi.
Autrement dit : yAx > y - b.



Dualité forte (Tucker et al 1948)

» Si P n'est pas minoré alors D n'admet pas de solution.

» Si D n'est pas majoré alors P n'admet pas de solution.

» P admet une solution optimale si et seulement si D admet une
solution optimale. Dans ce cas, les valeurs optimales coincident.

Preuve. (cas d’une formulation standard)
Les deux premiéres affirmations découlent de la dualité faible.
Supposons que P ait une solution optimale et soit B une base optimale. B vérifie :

f@B)) =cpAz'0Acg —cpAztAg >0
Posons y = cp A", Alors :
cg =yAp ANeg > yAp
D’otl ¢ > yA ce qui établit que y est une solution de D.

D'autre part, f(2#)) =y - b, donc les valeurs optimales de P et D coincident.

Pour établir la réciproque, il suffit d’observer que P est le dual de D.
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Considérations de taille

Bornes supérieures de représentation polynomiale.
Soit P=max(c-z|A-z=bAz>0) et Cp = max; ;(|A[i, ]|, [bl]], |c[]]).
Si P a une solution optimale, alors il a une solution optimale & d'une base.

Tous les coefficients de T sont des fractions dont
les numérateurs et le dénominateur commun sont des déterminants de taille m.

. - - ) def -
Ainsi les coefficients de # sont bornés par Bp = mlCY et |c- 7| < mCpBp.

Borne inférieure de représentation polynomiale.
Soient deux solutions Z et § associées a des bases telles que ¢- & # ¢ - 7.

Tous les coefficients de Z et ¢ sont des fractions dont
leurs dénominateurs communs B; et By vérifient max(B;z, By) < Bp.
Par conséquent,

1 1
CEoc > —
ppem(Bz, By) ~ B



Interlude
De I'optimisation a la décision (1)
lllustration. Le probléme de la clique maximale d’un graphe G = (V| E).

Un algorithme de résolution du probléme d'optimisation
fournit un algorithme de résolution du probléme de décision.

Quid de l'inverse ?

Premiére étape. Détermination de la taille maximale.

t <« |V]

While not Exist(G,t) do
t+—t—1

Return(t)

Au plus |V] appels.
Peut &tre réduit a log(|V]) appels par recherche dichotomique.



De I'optimisation a la décision (2)

Deuxiéme étape. Détermination de la clique.

W0, V'«<V,E «FE
While ¢ > 0 do
LetveV’
V" V'\ {v}
B B\ {{v,w} | {v,u} € B}
If Exist((V",E"),t) then
V'« V" E « E"
Else
Vi A{w [ {v,w} € E'};
B {{uw) | {u,w} € B A {u,w) C V')
t—t—1;, W+ WuU{v}
Return(W)

Au plus |V| appels.



De I'optimisation a I'existence (1)
On suppose qu'on peut résoudre le probléme de I'existence en temps polynomial.
On démontre alors qu'on peut résoudre
P =max(c-x | Az =bA x> 0) en temps polynomial.
e On décide si P admet une solution en résolvant le probléme
de I'existence de {Ax = b Az > 0}.
e Dans |'affirmative on décide si P est non majoré en résolvant le probléme
de I'existence de {Az =bAxz>0Ac-z>mCpBp + 1}.
e On calcule 'unique p entre —mCp B3 et mCpBp tel que % <c-z< %2:
par une recherche dichotomique en résolvant successivement
un nombre polynomial de problémes {Az =bAx>0Ac -z > B%’}.
e On détermine une base d'une solution optimale en résolvant successivement
les problemes P; = {Az=bAz>0Az; =0 Ageg(j) Tk :OABL;% <c-zx< %2:}.
ol S(j) est I'ensemble des k < j pour lesquels il existe une solution a Py.

e Soit § une solution arbitraire de Pg ={Az =bA,cgzr =0}
ou S est I'ensemble des k pour lesquels il existe une solution a Py.



De 'optimisation a I'existence (2)

Par construction, il existe une solution positive & de Pg. Supposons que § # Z.

eSoitc-Z—c-y=K>0.Soit Z=2%+ & —g) pour A > 0.
A-Z=betc-Z=c- T+ K.

Puisque la valeur optimale est majorée par ’};12)1, il existe A tel que :
» 2>0;
» le support de Z soit strictement inclus dans J \ S;

Pt

BZ -

p 3
> <c-z<
BIQD— —

ce qui contredit la construction de S.

eSoitc-g—c-z=K <0.Soit Z=2+ ANy — &) pour A > 0.
Par un raisonnement identique, on obtient aussi une contradiction.



De I'optimisation a I'existence (3)

e Soit ¢-J =c- T et il existe i tel quegi—i1;<0.

Considérons Z = & + A\(§ — &) avec A = min(z%- [ 7 — % <0).

Alors Z > O est une solution de support strictement inclus dans J \ S
vérifiant 2 < c-z2< p“.

ce qui contredit la construction de S.

e Soit ¢c- = c- T et il existe i tel que &; — g; < 0.

Par un raisonnement identique, on obtient aussi une contradiction.

A s adonc un noyau nul et & est la solution d'une base B telle que J\ S C B.
Soit * une solution optimale associée & une base, ¢ z* — ¢ & < gz.
P

Doncc-z* =c-1Z.



La dualité revisitée (Farkas 1902)

Soit A une matrice m X n et b un vecteur de dimension n.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes.

1. 3z eR” Az <D
2. AyeR"y>0NyA=0Ay-b=—-1
Preuve.
Soit P =max(u | Az —ub<0Axz € R" Au € R}.
P admet une solution ((z,u) = (0,0)).
P admet (z,u) avec u > 0 ssi P admet (u~'z,1) ssi P est non majoré.
Son dualest D=min(0 |y > 0AyA=0Ay-b=—-1).

Si 1. est satisfaite alors P n'est pas majoré et D n'admet pas de solution.
Par conséquent 2. est satisfaite.

Si 1. n'est pas satisfaite alors P admet une solution optimale
et D admet une solution optimale.
Par conséquent 2. n'est pas satisfaite.



De I'existence au volume non nul
SoitP:{xER"|Az§b}etP’:{x€]R{"|A:z:§b+2nB 1}. Alors :
» P admet une solution ssi P’ admet une solution ;
» Si P’ admet une solution alors le volume de |'espace des solutions
est borné inférieurement par (m)”
Preuve. Une solution de P est une solution de P”’.

e Supposons que P n'admette pas de solution. Alors d'aprés la dualité,
{y>0ANyA=0Ay-b=—1} admet une solution

et donc une solution bornée par Bp.

Soit ¢ cette solution, elle vérifie : - (b + 5 ) -1+ 3<0.

~ 1 ~ : _ 17—
] *my est une solution de {yzO/\yA—O/\y(berl)ffl}

ce qui implique par dualité que P’ n'admet pas de solution.

e Supposons que P’ (et donc P) admette une solution et soit & une solution de P.
: ~ 1 1
Alors | hypercube {x’ ‘ H.’L‘I — x”oo < m} de volume (m)"
est contenu dans |'espace des solutions de P’.



Simplexe

Un simplexe de dimension n est I' enveloppe convexe de n + 1 points de R™
de volume non nul. Le centre du simplexe est |'isobarycentre des points.
Les simplexes de dimension 2 sont les triangles.

Soit B un réel positif et soit SZ le simplexe de dimension n > 1 défini par :
» ) = (-2""'B,...,—-2B,-B) et v} = (2" 'B,...,-2B,-B);
> pour tout ¢ > 2, _
1. pour tout j < i, v,[j] = 0;
2. vpi] =3-2"7"'B; _
3. pour tout j > i, vy, [j] = —2" 7/ B.
Observations. (On identifie R"~* a R"~1 x {0})
e Pour tout i <n, vi =2v)_; +(0,...,0,—B) et v = (0,...,0,3B).
e D'ott SZ est I'enveloppe convexe de S28, + (0,...,0,—B) et (0,...,0,3B).

(0,3B)

(B, B)

(2B, —B)



Simplexe et hypercube

n(n+1)

{v]|v]eo < B} €SB etwol(SB)=2"="B".

Preuve. (par récurrence sur n)

En dimension 1, {v | |v| < B} = SP.

En dimension n, Soit v tel que |v]o < B.
Soit w tel que w[j] = 334_7]?][”]1;[]'] pour j < n et w[n] = —B.

D'ou pour j < n, |wlj]| < 2[v[j]|.

Par récurrence, w appartient a |'enveloppe convexe de v9, ... o7 1.
D’autre part, v = SBig[n]w + U[Z];Bv” Dot v € S,,.

vol(S1) = 2B

vol(S,,) = 2" 1vol(S,—1)4B fo tdt = 2" Bvol(S,—1) = gn+=05- pn.



Transformation du probleme

SoitP={zeR" | Az <b}etP; ={z € R" | Ax < bA|z|e < Bp}.
P admet une solution ssi P; admet une solution.

Soit Pf = {z € R" | Az < b+ 5h—T Ale]o < Bp + 55—}

P, admet une solution ssi P} admet une solution.

De plus :

Bp+ 271B
» L'ensemble des solutions de P/ est contenu dans S, F1.

» Si I'ensemble des solutions de P est non vide alors

son volume est supérieur ou égal a (mw
1 1



Schéma de l'algorithme

L'algorithme maintient un simplexe S contenant |'ensemble des solutions de P/,

Bp+ QnJé
initialisé a S, "1 || teste si le centre de S est une solution de P/.
» Si c'est le cas alors P (et donc P) admet une solution.

. . / vol(S') eV nll >
» Sinon il transforme S en S’ tel que ol (S) <e 3(+n?,

Lorsque (un majorant de) vol(S) < (yrgnpa)"
1 1

alors I'algorithme s’arréte : P} (et donc P) n'admet pas de solution.

Complexité. Le nombre d'itérations est polynomial car :
Bp+sp——
» log(vol(Sy, P1)) est une quantité polynomiale;
» log((n?Cp, Bp,)") est une quantité polynomiale;
» 3(n+1)? est un polyndme.

De plus chaque itération garantit que la représentation de S augmente
d'un nombre constant et polynomial de bits (par une troncature nécessaire).

Ce qui conduit a un algorithme en temps polynomial.



Transformation de S en &’
Soit S défini par {vp,...,v,} et v, son centre.
Supposons que v, viole une contrainte de P} : d - v, > e.

e Si{i|d-v; <e} =10 alors P} n'a pas de solution.

e Sinon soit ¢ € argmin(d - v; | i < n).
Si d - v, = e alors les solutions de P/ sont contenues dans {d -z = e}
de volume nul. Par conséquent, P n’a pas de solution.

-1 _

e Sinon soit §; = (1 — %) et 0; = [2t5;]27¢
la « troncature supérieure » de &; a ¢ bits apreés la virgule
avec t =4+ [3logy(n + 1)].

Les points de S’ sont obtenus ainsi :

v = (1= &;)ve + b;v;

Observations. v] se situe sur la demi-droite vy¥;

et v} est sur le segment ouvert vpv; ssi d- v, < d - v;.



S’ contient les solutions de P
Soit # une solution de P. & =3, A\jv; avec \; > 0et 3 . A :]1.

Posons p; = %— pour i # Let pp=1—3 i

> e S 2 G+ (1B + (1= 3 P

i<n ite 01 i#e O
= Z)\vl—i—z Uz-l—(l—Zﬁ)vz
il 7 O 7t O
= Z)\ﬂ}i—i—(l—ZAi)vz:i’
20 il

Il reste a vérifier que py > 0.

pe = 1—Z;> 1—26
i£l

= 1-> N +Z)\z 2d o _v)e): AHZAWQ[Z(U(UC_U;)Z)

i£L i£L i£L

>l >

Ord-ve>e>d-2=7,\d-v;. Et:
Yo Aid- (ve—0:) 2 06 30,y Nid- (ve—v3) > —d- (ve—ve)Ae & 30, Nigres=iid > — )\
Par conséquent, 1y > A(1 — -5) > 0.




Interlude

— 1
(1-5)"" (14 1) > ermin?

Preuve. Pour 0 <z < 1,0na:

> log(1+7) =35, CO™ iy f”; ;

3

» et IOg(l — .T) = _Zi21 %xl > =T — 2({675:0)
D'ou :

—1Dlog(l — — log(1 + — - - o 9n2
(n — 1) log( n2)+ og(1+ n) > n2 2n2(n2 — 1) T T e

- 1 1
- 2n%2  2n?(n+1)

B 1
= 2n(n +1)

1

2(n+1)2



Réduction du volume (1)

vol(S) o2
vol(S’) 2 et +1)
. -2
Preuve. Puisque d-v; > d-vg,ona é; < (1— ) 1= _7—.

D'autre part, d-v; = (n+1)d-ve — 32,4, d-v; < (n+1)d-ve —nd - vg.
Dot d-ve—d-v; > —n(d-ve —d-vg) et donc &; > (1 + =)7L,

—2 iz dve—dvi —2dwe—dw, _ a1
d-ve—d-vg n+n dve—dvg n + .

Par ailleurs, Zi# % =n-—-n

1 —1

D’autre part, = - > 5+2 : > S > (1+2 5y > nz(H_Q Ty
—1

On a aussi :

1 1
ZE> Z(s

1#£L (1 + )

C P+ +5) iy

i£0

ODFSIEE RS

il

A%

\%



Réduction du volume (2)

. . =1
Cherchons un minorant du ratio %(g,)) =[Lize 9

Ce ratio est minoré par la solution du probléme suivant :

1
min Hul |u; > (142701 /\Z:uz > (1427 n+ ﬁ))

£l £l

Ce minimum est atteint lorsque toutes les variables sauf une,

atteignent leur valeur minimale. Par conséquent, ce minimum est minoré par :

n?—1 n?—1

(14277 =)

" g — (0= 1)

n?—1,1n+1

)

n2 n

= (L4277

t =4+ [3logy(n + 1)] implique 2711 < m.

— 1 _ 1
Par conséquent, (1+27t1)=" > ¢ se®) > ¢ 5T

vol(S)
vol(S’)

Par application du résultat de I'interlude > e T T D) > T |
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Couverture par sommets
Soit G = (V, E) un graphe non orienté.

On cherche une couverture W C V de cardinal minimal
telle que pour tout {u,v} € E, {u,v} NW # (.

Ce probléme peut étre formalisé en un probléme IP de minimisation :

min (Z Ty | Yu eV x, € {0,1} AV{u,v} € E zy + , > 1)
ueV

Considérons le probléme P de programmation linéaire suivant :
min (qu |YueV z, € Ryg AV{u,v} € E zy +x, > 1)
ueV

Soit W* une couverture minimale et x* une solution optimale de P.

Ona: ) cyxi < |[WH.



Un calcul de couverture

X < Solve(P); F«+ E; W+ 0
While F # ()
Let {u,v} € F
If X[u] > 3 then
W WU{u}; F <+ F\ {{u,w}}{uwier
Else
W WU{o}; F < F\{{v,0}}{o,urer
Return W/

Correction par invariant de boucle.
V{u,v} € E\ F {u,v} NW #0)

Garantie de performance.
Soit Yu = luew

W= yu<2> x, <2(W

ueV ueV



Extension aux graphes pondérés

Soit G = (V, E, ¢) un graphe non orienté pondéré avec ¢: V — N.

On cherche une couverture W C V' de poids ¢(W) = > .y c(u) minimal.

Ce probléme peut étre formalisé en un probléme IP de minimisation :

IP := min (Z c(w)zy |Yu eV x, € {0,1} AV{u,v} € E zy + 1z, > 1)
ueV

Considérons le probléme P de programmation linéaire suivant :

P := min (Z c(w)zy, |Yu eV x, € Rog AV{u,v} € E 2y + 2, > 1)
ueV

Soit W* une couverture minimale et x* une solution optimale de P.

Ona: ) cyclu)x; <c(W*).



Un calcul de couverture

X < Solve(P); F«+ E; W+
While F # ()
Let {u,v} € F
If X[u] > 1 then
W e W UL F e P\ {0l wer
Else
W WU o} F e P\ {00} pyer
Return W

Correction par invariant de boucle.
V{u,v} € E\ F {u,v} NW £ 0
Garantie de performance.

Soit Yu = Luew

(W)= c(u)yu <2 c(u)x}, < 2c(W)

ueV ueV



Dualité

Soit le probléme P :

P := min (Z c(w)zy, |Yu eV zy € Rog AV{u,v} € E zy + x4 > 1)
ueV

Alors son dual D est défini par :

D := max Z Yuw | V{1, v} € E yyp ERsgAVU EV Z Yu,o < c(u)
{u,v}eE {u,v}eE



Un autre calcul de couverture

d<0;Y+ 0, F«+FE
While F # ()
Let {u,v} € F
If d[u] < c[u] and d[v] < ¢[v] then
Y[{u,v}] < min(c[u] — d[u], c[v] — d[v])
dlu] < d[u] + Y[{u,v}]; d]v] < d[v] + Y[{u,v}]
W {u €V |d[u] = c[u]}; Return W

Correction par invariant de boucle. V{u,v} € E'\ F d[u] = c[u] V d[v] = ¢[v]
Garantie de performance.

Y est une solutionde D : Vu e V 3=, 1 pY[{u,v}] = d(u) < c(u).

Dot e Y0} € ey clu)xl < (W),

Do cw= D du) = D> > YHuw

ueWw ueWw ueEW {u,v}

< 2 Y Y[{uu}] < 2¢(W7)

{u,v}€eE
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