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TD 4 :
Transformée de Fourier rapide

Correction

1 Opérations sur polyndémes

Question 1 : Correction : Pour £ C {0...n}, on utilise le polynéme caractéristique :

10n
Py =) xp(k)X*
k=0

Ainsi, Py x Pg = 20276 ap X" avec :

ar= Y xaP)xs(@) = > xaxs((p,q) ={(x,y) € Ax Blz+y =k e C}|
pta=k pta=k
En utilisant cette idée, on obtient 1'algorithme :
1. calculer les tableaux des coefficients de P4 et P (en ©(n))
2. calculer P4 x Pp a l'aide de FFT (dans I'anneau A[X]/(X?%" — 1), donc O(nlogn)),
3. le résultat demandé est donné par les coefficients de P4 x Ppg.

L’algorithme est donc en O(nlogn).

Question 2 : Correction : Supposons qu’on ait une représentation par point-valeur de A, c’est
a dire (uq,...,u,) = (A(v1),...,A(vy)). Pour des valeurs inversibles = (z # 0), on a :

g B n—1 i n—1 g n_ln—l 1 7 B n_lA 1
(x) = Z an—1—a’ = Z a;x =z Z a || =« -
§=0 j=0 =0

~ n—1
D’ou A (i) = (i) Av;) = Uff—il Le calcul de U;ﬁl nécessite O(logn) opérations, par

v
3
exponentiation rapide de v; ; la complexité pour les n valeurs est donc O(nlogn).
Si les v; sont les n racines n-iéme de 'unité, alors v;‘_l = Ui d’ou A (%) = v;u;. De plus, nous
K3 K3

avons obtenu une représentation point-valeur sur les racines n-éme de I'unité pour A (modulo
une permutation par rapport & A). Dans ce cas, la complexité du calcul est en O(n).

Question 3 : Correction : Il faut calculer Pro,—1 = [[y<p<,_1(X — 2). On pose Pr;; =
[Tick<;(X — 2x). On calcule en temps constant les Pr;; = (X — z;). On utilise la relation de
récurrence, pour ¢ < j, Pr; j = Pr; ,Prp,1; avec p = LHTJJ

Ainsi, un algorithme de type diviser pour régner peut étre mis en place et la complexité C,,
de calcul de Py, —1 vérifie, en prenant p = [ 5] (f est le cotit du produit de polynomes) la relation
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suivante :
Cn=Cpr1+Cn1p + f (max(p+1,n —1—p))
< 2C'nT+1 + O(nlogn)
n, n
< 2(2052 +O(§log 5)) + O(nlogn)
< 226‘%2 +20(nlogn)
(logn fois)... < log" O(nlogn) = O(nlog®n)
ou f(n) = O(nlogn) car on utilise FFT pour deux polynomes de degrés bornés par n.

Question 4 : Correction : On a P = A x (z — z) + R avec deg(R) < deg(x — z), donc R est
une constante. Nécessairement, cette constante est égale a P(z) car x — z s’annule en = = z.

Le but est donc de calculer R;; ot R;; = P mod Pr;; avec Pr;; = Higkgj(X — zp) les
polynémes calculés en O(nlog?n) au point précédent.

D’aprés 'hypotheése, le calcul de Ry -1 = P mod Prg,—1 est fait en O(nlogn).

On remarque que pour p = [n/2] on a Ry, = P mod Pro, = (A X Pron—1 + Ron-1)
mod Pro, = (A X PropPrpyin—1 + Ron—1) mod Pro, = Ro,—1 mod Prg, et deg(Ro,) <
p+ 1

On peut utiliser un algorithme diviser pour régner (prenons n = 2¥ pour faciliter 'écriture) :

— en utilisant I'exercice précédent, on pré-calcule tous les Pr;j (en O(nlog®n));

— puis on appelle Rem(0, k, Pr, R) o R sera en entrée et en sortie de

la procédure Rem(i, h, Pr,R) avec 0 <i<n—1et 0 < h < k = logn définie par :

— si h =k alors Ry ,,—1 = P mod Prg,-1,

— sinon R ;o0 1 = Ry (; mod 20+1),i—(i mod 2h+1)2n+1—1 Mod Pry;ion 4

et, si h > 1 alors on appelle Rem(i,h — 1, Pr,R) et Rem(i +2"~1,h — 1, Pr,R).

On a un arbre d’appels récursif de profondeur k& = logn ou, a la hauteur h, le degré des

polynémes est d’au plus 2",
La complexité totale est O(nlog?n) + O(nlogn + 2nlogn + 4% log % 4 ...) ol on a moins de
log n termes nlogn, donc O(nlog?n).

R077 =P mod PTO,7

T

Rp3 = Ro7 mod Prg3 Ry7 = Roz mod Pryy

N N

R01:R03 mOdPT01R23:RO3 HlOdPT23R45:R47 mOdP’l“45R67:R47 modPr67
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2 FFT itérative, FFT paralléle

Question 5 : Correction : L’algorithme de FFT est basé sur la décomposition :

P(X)=PO(x?) + xPMV(X?)
n/2—1

PO = Z pai X'
=0

n/2—1

= Z Poit1 X’
i=0

Pour I'exemple indiqué, 'arbre d’appels est donné ci-dessous. A la racine (profondeur p = 0),
le fils gauche récupére la partie (des coefficients de parité) paire du polynéme tandis que la partie
droite récupére la partie impaire. Pour une profondeur p > 0, le fils gauche (resp. droit) récupére
les indices i tels que /2P est paire (resp impair)

/\

a07a27a47a6 al,ag,a5,a7

7N 7N

Cl07a4 a27a6 a17a5 (13,@7

SN SND SN N

Question 6 : Correction : Notons F} la liste réordonnée des indices de ag...ayx_;. Ainsi,
Fy = (0). On remarque de plus que Fi1 = (map (Az. 2% x) F)Q(map (Ax. 2xx+ 1) F)) ou @
désigne I'opérateur de concaténation et map applique la fonction a chaque élément de la liste.

Algorithm 1: REORDONNE

Input :n=2Fecta=lag,...,an 1]
Output: T la liste ordonnée des a; selon 'ordre des feuilles de I’arbre
T0] <0
n 1
while n’ < n do

fori=0ton —1do

Ti] < 2% TVi
L Tli+n]« Ti]+1
n < 2%n

fori=0ton—1do
| T[] + a[T[))

Complexité : Notons n = 27 (n = 2¥). Il y a 5 opérations dans la boucle for, donc la
complexité totale est Z 5 20 4+2) =5 (2" —1) + 2k € O(n)

Une autre solution ebt basee sur la représentation binaire des indices. On remarque que
REORDONNE(P)[i] = P[i] avec i le miroir de la représentation binaire de i. En utilisant un



Algorithmique avancée L3 Informatique ENS Paris-Saclay 2022-2023

compteur partant de 0, REORDONNE(P) doit incrémenter son image miroir, ce qui peut étre fait
en complexité amortie de O(1).

Question 7 : Correction : Si n = 2* I’arbre a la profondeur k. Pour une profondeur h € [1, k],
le nombre de noeuds & profondeur h est 2". Pour 0 < j < 2", notons P, j le j-éme polynome de
I’arbre & profondeur h. En utilisant la décomposition de FFT, on a la relation de récurrence :

Pho1;(X) = Praj(X?) + X P21 (X?)

Poo
/ \
Py Py
Py Py Py Py
N W N N WS\
Pso P31 Pso P33 Psa P35 Psg
Soient (w?,...,w" 1) les puissances de w, la racine primitive n-éme de l'unité. On remarque que

pour h = k — ¢ on doit evaluer P, g en 2% points :
h =k —1en 2! points w” et w2
h =k —2en 22 points w°, w7, wQZ, Wt
Donc pour h = k —i on évalue en {w% | 0 < £ < 2'} et la distance entre chaque point est 2.
De plus, pour h =k —i et £/ € {0,...,2" — 1} (rappel w™ =1 et w™? = —1) :
o'n n 'n n
Pp_1,j(w2FT) = Ppoj(w? ) + w2 ¥ Py ojpq(w2)

eavan fo A
Pr_qj(w 27T7) = Ppoj(w?2 ) —w2F T Py o (w2)

D’ot au début de I'algorithme FFT itératif on a le tableau F” & partir de lequel on construit
F' en utilisant les relations ci-dessous :
F' o || Pag(w®) | Psa(w®) | Pyo(w?) | Pag(w®) | Psa(w®) | Pss(w?) | Pyg(w®) | Psr(w?)
F: || Poo(w?) | Poo(w?) | Poi(w®) | Pag(w?) | Pag(w?) | Pag(w?) | Pag(w®) | Pag(w?)
On en déduit I'algorithme FFT-ITERATIVE ci-aprés.
On maintient l'invariant si h = log(n/s), V0 < k < 5. V0 < p < 2. Flp- s+ k] = Py (wk™/*).
Il est initialement vrai lorsque s = 1 et que l'on a appliqué REORDONNE car on obtient les
polynoémes constants.
Cet algorithme a la méme complexité que FFT car & chaque itération on calcule une ligne de
l’arbre en O(n) et il y a logn lignes.

Question 8 : Correction : On peut calculer en O(n) le tableau F’ & partir de F, de fagon

paralléle : on attribue a chaque processeur un des calculs, donné par le couple (p, k). On utilise

alors 2.5 = § processeurs qui n’ont besoin que des données calculées a I'itération précédente.

L’algorithme paralléle s’exécute ainsi en logn itérations.
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Algorithm 2: FFT-ITERATIVE

Input : P un polynéme de degré n = 2F
Input : 7 = [w’,...,w" ] avec w racine primitive de 1'unité
Output: le tableau des valeurs P(w?),..., P(w" ')
F" < [0 times n]
F < Reordonne(n, P)
s+ 1;d+n
while s < n do
s+ 2s;d+d/2
forp=0to 7 —1do
for k=0t 5 —1do
F'lp-s+ k]« Flp-s+k|+Tlk-d-Flp-s+k+ 3]
L F'lp-s+k+35]« Flp-s+k]-T[k-d-Flp-s+k+ 3]

| swap(F,F")

return F

3 Calcul des n premiéres dérivées d’un polynéme en un point

Question 9 : Correction : On a la formule de Taylor en xy :

L AW (y
A = Y A

k=0
n—1
= Z bk (X — xo)k
k=0

D’ou par identification des coefficients :
Vke{0...n—1}. AB)(x0) = klby,
On calcule k! de proche en proche (O(1)) et on obtient ainsi les valeurs A®) () en O(n).

Question 10 : Correction : On dénote par A(zxg + X) = B(X) = ZZ;(I) bpX*. On connait
donc les valeurs [B(w?), ..., B(w" )] = [A(zo +w?) ... A(zo +w" 1)]. En utilisant FFT on peut
trouver les coefficients b; en O(nlogn).

Question 11 : Correction : Pour k € {0...n — 1},

n—1
Az + W) = a;(xo + wk)?
j=0
n—1 7 r
=3 (st
j=0 r=0 J
n—1n—1 j'
= Z P
V(4 _ )1 %0
r=0 j=r T.(‘j T)
n—1 ppn—1 —
Y S wi
r=0 r! j=r (‘] B T)‘
n—1 ppn—1
w . .
=2 7 2 f0gl—r)
r=0 = j=r

ot
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Avec _ '
f() = a3

l

Lo

g(l) i

Question 12 : Correction :

w — . .
Ao + wh) = T2 @l —7)
r=0 toj=r
n—1 wk’" n—1—r
= D fln—1—j)gln—1—-r—j)
r=0 ' j=0
n—1
= Cn—l—rwkT
r=0
Avec
1 r
= 1 s
Sy w1 f(n 7)g(r—7)
7=0

Soient les polynémes P(X) = E;:& fin—1—75)X7 et Q(X) = E;:Ol 9(5)X7. Les coefficients
du produit PQ sont :

PQo= f(n—1)g(0) = (n—1)lcg
PQ1 = f(n—1)g(1)+ f(n—1—1)g((0) = (n—1— 1)ley

Donc PQ, = (n—1—r)le,.

Les coefficients de PQ sont calculés en O(nlogn), et ensuite en O(n) on obtient ¢ =
[€o; - -+, ¢n—1]. On utilise le miroir de & pour faire une évaluation de Ag(X) = 31 ¢;—1, X" en
les racines n-éme de 1'unité. D’aprés le développement de A(zg +w*) = Ag(w¥). Donc ces valeurs

peuvent étre calculées en O(nlogn) par FFT.



