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TD 5 :
Bornes inférieures de complexité en calcul formel

1 Bornes inférieures de complexité en calcul arithmétique

Définition 1 Un calcul arithmétique sur un corps K a partir d’un ensemble de paramétres

{a1,...,a,} est une suite d’instructions de type :

f1 <= 01 0op1 0}; fa <= 02 0p2 Ob;...; fi < Ok 0Pk O};
ou pour tout 1 < i <k, f; est une variable du calcul, op; € {+,—, x} et les opérandes o;, 0}, sont
soit des éléments de K, soit des parametres, soit l'une des variables {fi,..., fr—1}-

Le programme ci-dessous calcule le produit de deux nombres complexes (a + ib)(c + id); le
résultat est f3 + ifg et les paramétres sont a, b, ¢, d.
fiaxefacbXdfs« fi— fosfasaxd; f5 < bxcfe < fa+ fs;

Question 1: Proposer un calcul de ce produit qui n’utilise que 3 multiplications.

Question 2: Soit un calcul arithmétique qui renvoie r résultats et qui comprend s multiplica-
tions. Montrer que le vecteur des résultats, noté v, vérifie v.= Me + h ott M est une matrice
r X s a valeurs dans K, e est un vecteur de dimension s a valeurs dans Klay,...,a,] (’anneau
des polynomes dont les variables sont aq,...,a,) et h est un vecteur de dimension r dont les
coefficients sont de la forme ¢y + ;- | cia; avec ¢; € K pour tout i.

Définition 2 Soit vi,..., vy, des vecteurs de dimension r a coefficients dans Klay, ..., a,], on
dit que v1, ...,V sont linéairement indépendants modulo K st :

m
Vel ..., em € K ZciviEKT:>V1§i§m:ci:O
i=1

Le rang ligne (resp. colonne) modulo K d’une matrice A a coefficients dans Klay, ..., ay,] est le
nombre mazximal de vecteurs ligne (resp. colonne) de A linéairement indépendants modulo K.

Question 3 : Soit le calcul arithmétique qui effectue le produit matrice-vecteur Ax ot A est une
matrice r x p & coefficients dans Klay,...,a,] et x = (21,...,2,). Les paramétres de ce calcul
sont ai,...,an,T1,...,Tp. On souhaite montrer que le nombre de multiplications de ce calcul est
au moins r pour le pire des cas (pas de 0 dans A). Pour cela, on suppose par l’absurde que le
rang ligne modulo K de A vaut r et que r > s, ou s est le nombre de multiplications du calcul.

1. Montrer qu’il existe y a coefficients dans K différent de 0, et h a coefficients de la forme
co+ > ciai + Y 0, iy tels que yT Ax = yTh.
2. Montrer que y© A est un vecteur ligne & valeurs dans K.

3. En déduire que 'hypothése était absurde : le nombre de multiplications de ce calcul est au
moins égal au rang ligne modulo K de A.
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Question 4 : En déduire qu’un calcul de ac, bd, ad + bc requiert au moins trois multiplications.

Question 5: Soit {vy,...,Vv,,} un ensemble de vecteurs de dimension 7 & coefficients dans
Klai,...,ay] contenant g vecteurs linéairement indépendants modulo K. On considére les vecteurs
/

v, = v; + b;vy pour i € [2;m] ou b; € K. On souhaite montrer qu’il existe ¢ — 1 vecteurs v,

linéairement indépendants modulo K. La démonstration suivra les étapes suivantes :

1. Conclure dans le cas ot {v1,...,Vv,} sont linéairement indépendants modulo K.
On suppose désormais (quitte a réordonner) que {va, ..., V441 } sont linéairement indépen-
dants modulo K, c’est a dire vi n’est pas dans les ¢ vecteurs linéairement indépendants.

2. On suppose (par I'absurde) que les deux ensembles {vj,..., vy} et {v3,..., vy 1} sont
linéairement dépendants modulo K. Montrer qu’il existe ci,...,¢, dans K tels que
2321 civi = w € K" ainsi que ¢; # 0 et cg,...,¢4 non tous nuls. On suppose dans la
suite ¢ # 0 (quitte & réordonner). En déduire de méme qu’il existe z € K" et dy # 0, ainsi
que ds, ..., dg+1 non tous nuls tels que dyvy + Zfi; d;v;, =z

3. Exprimer diw — ¢1z a ’aide des ¢;, d; afin d’obtenir une contradiction.

Soit le calcul arithmétique qui effectue le produit matrice-vecteur Ax +y ot A est une matrice
r X p a coefficients dans Klai,...,a,), x = (21,...,2p) et y = (y1,...,¥) € K'[a1,...,ay]. Les
parametres de ce calcul sont ay,...,a,,21,...,7p. Une multiplication de ce calcul est dite active
si 'une des opérandes contient un x; et 'autre opérande n’est pas un élément de K.

Question 6 : Montrer que le nombre de multiplications actives d’un tel calcul est au moins égal
au rang colonne modulo K de A. Indication : Procéder par récurrence sur le rang colonne.

Question 7: En déduire qu’un calcul du produit d’une matrice n X p par un vecteur de dimen-
sion p ol les paramétres sont les coeflicients de la matrice et du vecteur requiert au moins np
multiplications.

2 Forme normale algébrique d’une fonction booléenne

On s’intéresse a une fonction booléenne f : {0,1}" — {0,1}. On note B = {0, 1}. Cette fonction
peut étre représentée par sa table de vérité ou bien comme un polyndéme & plusieurs variables
de degré au plus n sur Blzy,...,z,]. On rappelle que sur le corps B, I'addition est le xor, la
multiplication est le and et 2% = 1.

Question 8: Montrer que f s’écrit : f(z1,...,2,) = Z(al,...,an)EB” glar,...,ap) -zt
g : B" — B. Cette représentation est la Forme Normale Algébrique (FNA) de f.

an
-xpr ol

Question 9: Exprimer g dans le cas ot n = 1. Montrez que la procédure qui calcule g en
fonction de f est involutive, c’est a dire qu’elle permet aussi de calculer f en fonction de g.

Question 10 : Montrer que f peut s’écrire sous la forme f(x1,...,2,) = fo(z1,...,Tn—1) + Ty -
fl(l'l, . ,{L‘n_1>.

Question 11 : Soit gg et g1 les FNA de fy respectivement f;. Exprimer g en fonction de gg et g;.

Question 12: (DM) En déduire un algorithme de calcul de g et donner sa complexiteé.



