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TD 6 : Codage

Correction

1 Codes uniquement déchiffrables

Question 1: Correction: Soit S = {w;, ws, ..., w,}. Le code donnée par S est une fonction :
C:X — S avec |X|=|9|

C est uniquement déchiffrable si la fonction C' : X* — S* obtenue par concaténation des codes
données par C' est injective.

On observe que la définition de T est une définition de plus petit point fixe et que la définition
de T; est une itération de la fonction de ce point fixe. D’ou T = U;T;.

T ne contient que les suffixes de mots de S car Ty est constitué de tels suffixes et la définition
de chaque T; construit des suffixes des mots dans S (terme (s —v) avec s € S et v € T;_1) ou
des suffixes des suffixes de S (terme (v — s) avec v € Tj_1).

Prouvons les deux lemmes :

(i) On raisonne par récurrence sur k + £.

k+0=0:lonau=ceT.

k+/f>0:|onau€Tetu - -u=uvy- vy, donc plusieurs cas selon la taille de w :

—sik=0etl¢{>0alorsu;---upy=c=uvy---vyet doncu=cec €T (et v; =¢€);

— pour k > 0, si |ug| > |u| alors uy —u € T et (ug —u)---up = vy ---vg; par hypothése
de récurrence (pour k+ ¢ — 1) alors e € T.

— pour k> 0, si |u| > |ui| alors u —u; € T et ug - - - up, = (u —uy)vy - - - vy ; par hypothése
de récurrence (pour k — 1+ /¢) alors e € T..

(ii) Par récurrence sur i.
i=0:|onawué€Tyet uuy---up =1vy--- vy, qed.

i>0:|lonauvueTjetuuy - -up=v1---vp

— si u € T;, par hypothése de récurrence on obtient la propriété;

— siu=u —vavecu € SetwveTalors v = vu et v'uy---u, = vvy---vy, donc la
propriété est obtenue par HR ;

— siu=v—u avec/ € Setv e T alorsv = vuu et vuy---up = v'vy---vy, donc la

propriété est obtenue par HR.

Pour conclure, on prouve la propriété : “C' n’est pas injective ssie € T7 :

Si T' contient le mot vide ¢ : alors € a été introduit en 7" par un certain 7j. Pour ce Tj, il
existe € € Tj et uy,--- ,uy € S tels que uuy - - up = uq - - - ug. Par le lemme (ii), alors il
existe v € Ty (et donc, par définition de Tp, v # €) et uf, ..., up,v],...,v; € S tel que
vuy - up = o) -+ vp. Comme v € Tp, il existe v/, 0" € S tels que v — v = v et v/ # v
Alors w'uf] - - - u), = v'v] - - - v, avec v # ', donc pour deux wq, wp € X* avec wy[1] # wo[l]
(car v’ £ '), C(w1) = C(ws), donc C n’est pas injective.

Si C n’est pas injective : alors il existe wu1,...,up,v1,...,0 € S avec uy # vy et uy ---up =
v1 -+ - vg. Supposons que |ug| > |vi|. Alors (ug —vy)ug - up = ve -+ vy et up — v € Tp. Par
le lemme (i), alors T" contient ¢.
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Question 2: Correction:

So: Ouicar Tp=0=T

Si:Ouicar Ty ={1} =T

Sy : Non car Ty = {1}, Ty = {1,0}, T, = {0,1,e} =T

S3: Ouicar Tp ={1} =T

Sy: Ouicar Ty =0=T

Ss: Ouicar Tp ={0} =T

Se : Oui car Tp = {0} =T.

Question 3: Correction: 7" est un sous-ensemble de sufixes de S. En notant n = |S] et
m = max{|u| | u € S}, |T| <n x (m+ 1). Chaque nouvel élément ajouté a 7' doit étre comparé

a chaque élément de S en temps O(m) et le résultat ajouté a T' s’il n’y est pas déja. On a donc
au pire O(|T|? - n-m) = O(n3 - m(m + 1)?) opérations.

2 Codage de flux de données

2.1 Deécoupage d’un flux infini

Question 4 : Correction : On doit montrer que pour toute paire u,v € S, si u C v alors u = v.

Comme u C v alors v = wv’. Par (A), on sait qu'il existe une suite uj ... en S telle que
v'a¥ = uy ... pour a € ¥ quelconque. De méme, il existe une suite vy ... telle que a¥ = vy .. ..
Ainsi, v-vy...=u-v"-a¥ =u-uy.... Par (B) on a u = v.

2.2 Code de Elias

Question 5: Correction: |By(n)| = [logn]| ~ logn. By n’est pas un code préfixe, par exemple
3 # 7 mais By(3) =11 C 111 = By(7).

Question 6: Correction: |B;(n)| = 2|By(n)| — 1 = 2[logn]| — 1 ~ 2logn.

Montrons que Bj est un code préfixe. Soient n,m > 1 tels que Bi(n) T Bi(m). Soit i le
premier indice tel que Bi(n)[i] = 1. Alors Bi(m)[i] = 1 car Bi(n) C Bi(m) et on en déduit que
|Bo(n)| = |Bo(m)| et aussi Byo(n) = Bp(m), donc n = m.

Question 7: Correction: (DM)

2.3 Codage par rang

Question 8: Correction: Ni[z] correspond au nombre de lettres différentes de = depuis la
derniére occurence de x + 1.

Pour le calcul de Ni,1, il faut mettre a jour la valeur de U411 (qui passe a 1) et augmenter
de 1 tous les rangs des lettres lues depuis la derniére lecture de Ug41. On a ainsi :

N [Upn] =1
Vo # Ukt1, Nia[o] = Ni[z] + 1n, (1)< Ny [Us1]

En effet, si dans Wy, la derniére occurence de Uyi1 est avant x, alors Ni[z] < Ng[Uky1] (on
considére que les occurrences différentes) et il faut actualiser (+1) lentrée de x dans le Ngy;.
Question 9: Correction: L’algorithme est donné ci-dessous. Il suppose que les lettres de X
sont ordonnées, m = || et calcule Ny en fonction de cet ordre.
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pour la i—éme lettre z; de ¥ faire
No(ﬁz) — 14+ (’/TL — Z)
fin pour
N NO
pour chaque mot V en entrée faire
r« CY(V)
U <+ N~r] % car Ni[z] = N[y =z =y
afficher (U)
maj (N, U) % avec la formule pour Ngii[Ugi1]
fin pour

Question 10: Correction: On veut que C soit un code préfixe. En effet, en lisant lettre par
lettre, on veut éviter d’avoir (RERE Vg1 * - - vg correspondent & un k’. Or cela n’arrive

correspond & un k
pas avec un code C préfixe.

Question 11: Correction: Ag représente le nombre de cases entre la derniére lettre Uy et son
avant-derniére occurence (le temps depuis la derniére occurrence de Uy).

On note i = Ay, et u = Uy, alors Wy, est de la forme w-u-w’-u avec |w'| = i—1 et w’ ne contient
pas la lettre u. En posant P = {x | z apparait dans w'}, on a clairement Wj_; € ¥*-u- P* donc
Npq[u] K1+ |P| <14 w|=141i=A.

Question 12: Correction: Notons p = P(Uy = u) (indépendant de k).

k
E(Ak | Uy =u) =Y iP(Ay=i| Uy =u)
=1
k . k .
=Y ip(l—p)t=p> i(1—p)"
=1 =1
k—oo > . i1 p 1
) N
P (1-=(1=p)* »

Question 13: Correction: n — |Bi(n)| est croissant, donc |Vi| < |Bi(Np—1[Ux])| <
|B1(Ag)| = 2[log Ar] 4+ 1. On note que log est concave, donc E(log.) < log(E(.)) ainsi :

E(log Ag) = Z P(Ur = u)E(log Ay | Uy = u)
ues

<> pu(2logE(Ay | Uy =u) +1)
ueER

- 1
koo, Zpu <2log + 1>
ey, Pu

=2H({U) +1

Question 14 : Correction: (DM)

Question 15: Correction: On regroupe les données en entrée par blocs de taille . Ainsi, le
flux d’entrée devient UjUs . .. avec U] = Ujj—1)41 - - - Ui On a H(U') = IH(U). Le codage moyen
d’une lettre prend ainsi E(|V|)/l < H(U) + 2% + 7. Pour [ suffisamment grand, ce taux
est proche de H(U). En contre partie, il est nécessaire d’attendre Uarrivée de [ lettres avant de
pouvoir réaliser le codage du bloc, ce qui augmente potentiellement la latence.




