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Résiduels d'un langage
Résiduel

Soit L C ¥*. Pour tout u € X* on écrit u~ 1L au lieu de
{u}7'L ={v e T* | uv € L}, qu'on appelle résiduel de L par u.

o Pourtout u€ Y*ona u =0 et u ¥ =3x*
o Ly:={e} a2résiduels : e 1Ly = {e}, et Vu # e, u 1Ly = 0.
o L3:={a} a3 résiduels : e L3 ={a}, a1l ={e} et
e Soit ¥ = {a} et L :=(aa)* et K := a(aa)*. Alors les résiduels de L
(resp. K) sont L et K.
e Soit L:={a"b" | n € N}.
Si u=ak alors u7L = {a"b**" | n € N} = L b*.
Si u=a"b* avec k < n, alors u=1L = {b"k}.
Sinon, u~ L = ().

e SiVueX* u L =u"1K alors L = K, en prenant u :=e.
o Soit L =() et K = {e}. Pour tout u € ¥, u1L = u71K.
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Résiduels et opérations ensemblistes

Rappel : v 1L ={vex*|uvel} J

Lemme
QO viLnK)=uv1lLnulK.
Q@ v (LUK)=uvlLUuu K.
Q@ v i(Z\L)=x*\uvlL

@ veul(LNK)ssiuveLNK ssiuveLAuv €K ssi
veullnu K.

Q@ veu(LUK)ssiuve LUK ssiuve€LVuveK ssi
veulLuulK.

Q@ veu(Tr\L)ssiuve T*\ LssiuveLssivegullssi
vexr*\ulL
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Résiduels, composition, concaténation

Lemme
v i(u7L) = (uv)iL

Preuve

w e v i(uIL) ssi vw € uTtL ssi uvw € L ssi w € (uv)7IL.

Lemme
U_l(L . K) = ((U_IL) 0 K) U (UyeL*l{u} y‘lK)

Preuve
o veu LK) ssiuv € LK ssi Ix,y € I* tels que
(v=xy/\ux€L/\yeK)v(uzxy/\xeL/\yveK)
e Or (Elx,yez*,v:xy/\uxeL/\yeK) ssiveull-K
o Et Ax,y e, u=xyAx€LAyv€EK)ssivey K pouruny tel
qu'il existe un x € L tq xy = u, i.e. pour uny € L~u}.

v
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Résiduels et équivalence

"Equivalence résiduelle”

Cette équivalence est définie par u ~; v si u='L = v~1L, i.e. si pour tout
weX*onauw e Lssivwe L

Lemme
© ~ est une relation d'équivalence.

@ ~ est une "semi-congruence” a droite, i.e. U~y V= uw ~y vw.

Preuve
@ Facile.

@ Soit u~; v, i.e. pour tout w € £* on a uw € L ssi vw € L. Soit
x €X* Alors w € Y* ona uxw’ € Lssi vxw’ € L. Donc ux ~ vx.
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Intersection de relations d'équivalence

Lemme
Soit ~1 et ~» deux relations d'équivalence sur un ensemble E. Alors
©@ ~1 N~y est une relation d’'équivalence
Q@ etf:E/(~1Nr~2)— (E/~1) x(E/ ~1) telle que
f([X]~in~s) i= ([X]~;, [X]~,) est bien définie et injective.

Preuve
Q Facile : e.g. si x(~1 N ~>)y alors x ~1 y et x ~2 y, puis y ~1 x et
y ~2 x par symétrie, d'ol y(~1 N ~2)x.
Q f est bien définie car si x(~1 N ~3)y, alors x ~1 y et x ~, y.
f est injective car si x ~1 y et x ~p y, alors x(~1 N ~y)y.
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"Equivalence résiduelle” et opérations ensemblistes

Rappel
Q@ v (LUK)=utLUuuK.
Q viLnK)=uvlLnulK.
Q@ v i(T\L)=x*\uvlL )
Lemme
Q@ ~ N ~kCrink
Q@ ~ N ~kCriuk
Q ~i=rya )
Q@ Siu~yvetun~gv, alorsu lL=v1iLet u K =v 1K, alors
v HLUutK = v LU vTIK, alors umH (LU K) = v 1(LUK), alors
ur~jpuk v.
@ Similaire.
Q uryavssi T HEF\ L) =v I\ L), ssi TF\u L= \viL

ssiuIL=v1Lssiun~gv.
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Finitude résiduelle et opérations ensemblistes
Lemme (rappel)

Q ~i=rya

Q ~L N~kC~ink

Q ~ N~KkC~iuk

Lemme
© Si L a un nombre fini de résiduels alors de méme pour X* \ L.

@ Si L et K ont un nombre fini de résiduels alors de méme pour LN K
et LUK.

Preuve
© Let X"\ Lontles mémes résiduels. (cf le rappel ci-dessus)

@ D’apres un lemme précédent,
5 /(e 0 i )] < (4] ~) X (£ i)l = [£%/ g |- 122/~ |.
Or d'apres le rappel ci-dessus [X*/ ~puk | < |£*/(~L N ~k)|. Donc
si X*/ ~p et X*/ ~k sont finis, ¥*/ ~ Kk aussi.
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Finitude résiduelle, langage résiduel, concaténation

Lemme

~1Cn~,-1;, donc si L a un nombre fini de résiduels, u=1L aussi.

Preuve

Supposons que X ~; y, i.e. x L=y 1 ie VveX*,xvel e yvel
Alors pourtout u € Y*onaVve X*, xuw' el < yuv' €L

Rappel : u}(L-K) = ((u7lL)-K)U (UyeL’l{u} y~iK)

Lemme

Si L et K ont un nombre fini de résiduels, u=1(LK) aussi.

Preuve : Il y a un nombre fini de u~ YL, donc un nombre fini (inférieur ou
égal) de (u1L)K. Il y a un nombre fini de y K, donc un nombre fini
d’unions de plusieurs y“1K. Ainsi, par le rappel ci-dessus, il y a un
nombre fini de u=1(L - K),
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Résiduels dans un automate

"Résiduel d'un état”

Soit A = (Q,0,i, F) un AD complet. Pour tout g € Q, soit
L(q) := L(A[i = q]) ={u e X" [ 5"(q,u) € F}.

Lemme
Soit L C ¥* et A un AD complet tel que £(A) = L.
L()=1L

L(6*(g, u)) = u'L(q)
L(6*(i,u)) = uL
(iyu)=0"(i,v)=u~Lv

L()={ueX*|d*(i,u) e F} = L(A)

L(6*(q,u)) ={veX*|d*(q,u),v)e F} ={veX*|d(q,uv)e
Fy={vex|ueL(q)}=uv"L(q)

Par les deux résultats ci-dessus.

Car L(6*(i,u)) = u™LL.

©0 ©060 00@0
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Résiduels dans un automate (1)

Rappel : Soit L C ¥* et A= (Q,d,i,F) un AD complet tq L(A) = L.
@ "Résiduel d'un état” : Pour tout g € @, soit

L(q) = L(A[i <= q]) ={ue X" [ §*(q,u) € F}.

L()=1L

L(6*(q, u)) = u”'L(q)

L(6*(i,u)) = utL

(iyu)=0"(i,v) = ur~Lv

e 6 6 ¢

Lemme
O L[Access(Q)]| =X*/ ~1
@ Tout AD complet reconnaissant L a au moins |X*/ ~ | états.

© Tout langage rationnel a un nombre fini de résiduels.

Q@ > L[Access(Q)] € X*/ ~ par I'avant-dernier rappel.
» Soit u='L € ¥*/ ~y. Alors u=tL = L£(6*(i,u)), par I'avant-dernier
rappel.
Q |27/~ | = [L[Access(Q)]| < [Access(Q)| < |Q|

© Par le résultat ci-dessus.
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Automate des résiduels
Soit L C X*. L'automate des résiduels, déterministe, complet, pas
nécessairement fini, R, := (X, Q,dr, ir, F1) est défini comme suit.

o Q=) ~={v|uex}={[u, |ueX}

o 5 (u71L, a) := (ua)~lL. Dit autrement, §,([u]~,, a) := [ua]~,(bien

défini par semi-congruence a droite)
o i =L=c1ll=[.,
o Ffpi={utL|uel}l={[ul-, |uel}

Lemme
O Vu,w e T 65 (u 1L, w) = (uw)~1L
Q@ Vw e =¥, 65 (i, w) = wlL

Preuve
@ Soit u€ I*. Mg Vw € ©*,6;(u™1L, w) = (uw) 1L, par réc. sur w.
Si(utLye) = u=1L = (ue) L.
§i(utL, wa) = 6(0; (v L, w), a) T 5((uw)71L, a) = (uwa)~tL.

@ En prenant u:=¢, i.e. v iL=L=1i.
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Automate des résiduels (I1)
Soit L C X*. L'automate des résiduels, déterministe, complet, pas
nécessairement fini, R, := (X, Q,dr, ir, F1) est défini comme suit.

o Qi =)~ ={uv L |uex}={[u, |ue X}

o 5 (u71L, a) := (ua)~lL. Dit autrement, §,([u]~,,a) := [ua]~,, bien

défini par semi-congruence a droite.
o i =L=c1ll=[.,
o FfLi={utL|uell={[u., |uel}

Rappel : 6;(ip,u) = u™1L (Vu,w € %, 65 (u 1L, w) = (uw) L) J

Lemme
@ Pour tout LC ¥X* ona L(R,) = L.
@ R, est accessible.

© Tout langage avec un nombre fini de résiduel est rationnel.

Q 0;(i,u) € Fpssiu™lL e Fssiue L
@ Car & (i, u) = u™tL.
Q@ Car LR)=Let QL=2") ~= {u71L| uex*} 13/30



Automate des résiduels : exemple
Soient ¥ := {a, b} et L := X abX*.
@ Pourtout ue L,onauvullL=y*

@ Pour tout v € b*at, ona v L =bT*UL

@ Pourtout u e b*,onauiL=1L

Rappel : Ry := (X, Qr,d1, i1, F1) est défini comme suit.
Q =Y/ ~={vL|uexr*}={u~, | uex}

e 0;(u7tL,a) == (ua)~tL.
o =1L
o Fpi={utL|uel}
o Q :={L,bX*UL X"}
@ =1L
o Fpi={u'L|uel}
oL L bX*uUlL | ¥

o| alall=bx*UL|br*UL|X"
b b= lL=1L x* P 14/30




Caractérisation de Rec(X*) par résiduels

Lemme (rappel)
O L[Access(Q)] = Q1
@ Tout AD complet reconnaissant L a au moins |X*/ ~ | états.

© Tout langage rationnel a un nombre fini de résiduels.

Lemme (rappel)
© Pourtout LC ¥*, ona L(R,) = L.

@ Tout langage avec un nombre fini de résiduel est rationnel.

Corollaire

@ Tout AD complet reconnaissant L a au moins |£*/ ~/ | états, et il en
existe un avec |X*/ ~ | états.

@ L C X* est rationnel ssi L a un nombre fini résiduels, i.e. ssi ~; a un
nombre fini de classes d'équivalence.
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Congruence d'un automate
Soit A = (Q,0,i,F) un AD complet. Une relation d'équivalence
~C @ X @ est une congruence sur A si
e Vq,d € Q,Vae X, g~ ¢q = 0(q,a) ~d(q',a) (Préservation)
@ F est saturé par ~, i.e. sig~¢q alorsqge F< ¢ € F.
L'AD quotient est A := (Q/ ~,d~, [i]~, F.), ou
6-([)s3) = [8(q, a)] et F = {S € Q/ ~| S C F}.

@ Q/ ~, [i]~ et F. sont bien définis car ~ est une relation d'équiv.

@ 0. est bien définie par préservation.

@ Soit (g,a) € @ x X. On a seulement
{6(q',a) | ¢’ ~ q} = 6([g]~, a) € [6(q,a)]~

Lemme
@ (Juste rel d'éq) F saturé par ~ssiVg e Q,[q]~ C FV[gl~-NF =10
@ (Juste rel d'éq) [g]~ € F~ ssi [g]~ C F ssi [g]~ € F/ ~

@ Reformulation de la saturation.
@ Définition de F. plus définition d'une restriction de relation binairets/30



Congruence d'un automate (Il)
Rappel : ~ est une congruence sur I'AD complet A = (Q, 4,7, F) si
e Vq,qd € Q,Vae X, g~ ¢q = 06(q,a) ~d(q,a) (Préservation)
@ F est saturé par ~, i.e. sig~q alorsqc F < q € F.
L'AD quotient est A, := (Q/ ~,d~,[i]~, F.), ou
5-([q]~,a) :=[0(g,a)]~ et FL :={S€Q/~|SCF}
o (Juste rel d'éq) F saturé par ~ssiVg € Q,[q]~ C FV[q]-NF =10
o (Juste rel d'éq) [g]~ € F~ ssi [g]~ C F ssi [g]. € F/ ~

Lemme
© (Avec saturation) [g]~ € F. ssig € F
@ (Avec préservation) 6% ([q]~, u) = [6*(q, u)]~
© (Avec les deux) 0*(q, u) € F ssi 6% ([q]~, u)]~ € Fu
© (Avec les deux) Si g ~ ¢ alors L(q) = £(q’). (Compatibilité)

@ [q]~ € F. ssi [g]~ par le 2&me rappel, puis [g]~ ssi g € F par le ler.
@ Par récurrence sur u.

© Parl. et2.

Q Par 3. 17/30



Congruence d'un automate (llI)

Rappel : ~ est une congruence sur I'AD complet A = (Q,d, i, F) si
e Vq,d € Q,Vae X, g~ q = 0(q,a) ~d(q,a) (Préservation)
o F est saturé par ~, i.e. sig~q alorsqge F < ¢ € F.

L'AD quotient est A := (Q/ ~,d~, [i]~, F~), ol

5-([q]~,a) :=[0(g,a)]~ et F. :={S€Q/~|SCF}

Lemme (rappel)

0*(q,u) € F ssi 05([q]~,u)]~ € Fu

Lemme (vers la minimisation)
Pour toute congruence ~ d'un AD complet A, on a L(A/ ~) = L(A).

Preuve
u € L(A) ssi 6*(i,u) € F ssi (cf rappel) 6% ([{]~,u) € Fo ssi u € L(A/ ~)
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Morphisme d'automates
Soit A = (Q,0,i, F) un AD complet et accessible. Soit L := L(A).

Par accessibilité, Vg € Q3u € T* tel que £(q) = L(6*(i,u)) = u~LL.

Soit ~ une congruence de A. On sait que ~ et £ sont compatibles, i.e.

g~ q = L(q) = L(¢"). La compatibilité de la rel. d'éq. permet de
factoriser £: Q — (X*/ ~1) (codomaine correct par accessibilité) en
L.:(Q) ~)— (X*/ ~) définie par L.([q]~) := L(g). Montrons que
L., est un "morphisme d'automate” surjectif.

L. est surjective, car L I'est, car L[Access(Q)] = Q.

Lemme
L.. envoie |'état initial de A/ ~ sur I'état initial de R,

Preuve :
o i(A/ ~) (il
o i(R) % i ¥ L

o L (IN)% rinyPrer
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Morphisme d’automates (I1)

Rappel : soit A = (Q,d,i, F) un AD complet, accessible. Soit L := L(A).

Par accessibilité, Vg € Q3u € T* tel que £(q) = L(6*(i,u)) = u~LL.

Rappel : soit L. : (Q/ ~) — (X*/ ~) définie par L.([q]~) := L(q).

Montrons que L., est un "morphisme d'automate” surjectif.

Lemme

L. envoie les états finaux de A/ ~ sur les états finaux de R;. (De
maniére surjective.)

o F(A/ ~) % {[q]~ | lal~ € F} =" {[q]~ | g € F}

o L (u i |uel}

e Soient g € @ et u € * tels que 0*(i, u) = q, donc £(q) = u~LL.

Ainsi [q]~ € F(A/ ~) ssiq € F ssiu€ Lssi u"'L € F ssi
L..([g]~) € FL. Le sens droite-gauche de I'équivalence donne la
surjectivité.
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Morphisme d’automates (I11)
Rappel : soit A = (Q,4d,i, F) un AD complet, accessible. Soit L := L(A).

Par accessibilité, Vg € Q3u € T* tel que £(q) = L(6*(i,u)) = u~LL.

)

Rappel : soit L. : (Q/ ~) — (X*/ ~) définie par L.([q]~) := L(q).
Montrons que L. est un "morphisme d'automate” surjectif.

Lemme (le diagramme commute, fin de preuve de morphisme)

On~,a

[gl~ = d4-(lgl~,3)
L] 1 Lo

Lo(lgl) 23 6i(Lo([qn).a) = Lo(5~([a]~s )

Soit (g,a) € Q x X. Soit u € X* tel que 6(i,u) = q. Alors
o L.([q]~) = L(q) = u~'L
° 6.(L~(lgl~),a) = d(uML,a) = (ua) ML
° i~([q]~, a) = [(;(q’a)]~

o L.(0~([q]~,a)) = L~([6(q,a)]~) = L(d(q, a)) = L(67(i, ua)) =
(ua)~tL
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Equivalence de Nérode

e Rappel : L(q) :={ueX*|d(q,u) € F}
e Rappel : £(6*(q,u)) = u=L(q)

Soit A= (Q,6,i,F) un AD complet. L'équivalence de Nérode est définie
par g ~n g si £(q) = L(q).

Lemme
@ Préservation : si g ~y ¢’ alors 6*(q, u) ~n 0*(q’, u).
Saturation : si g ~y ¢, alors g € F ssi ¢’ € F.

(2]
© L’équivalence du Nérode est une congruence d'automate.
o

Soit g ~n ¢ et u e *. Alors £(q) = L(q'), donc

urL(q) = uL(q), ie. L(6*(q,u)) = L(5*(q,u)), i.e.

(g, u) ~n 6*(¢', u)).

Soit g ~n §'. On a g € F ssi 6*(q,¢€) € F ssi e € L(q) ssi € € L(q)
ssi 0%(q',e) € Fssiq € F.

© Par les deux résultats ci-dessus, en prenant |u| = 1. 22/30
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Equivalence de Nérode et résiduels

Soient L C X* et .A un AD complet tel que £(A) = L.

Lemme
@ L est compatible avec ~y, i.e. g ~n ¢ = L(q) = L(q').
@ ~ est la plus grande relation d'équivalence compatible avec L.

© ~ est la plus grande congruence de A.

Preuve
@ Par définition g ~y ¢’ < L(q) = L(q).
@ Soit ~ compatible avec £, i.e. g ~ ¢ = L(q) = L(¢'). Sig~ ¢,
alors £(q) = L(q’), donc g ~n ¢'. Ainsi ~Cr~p.
© Toute congruence est compatible avec L.
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Equivalence de Nérode et résiduels (11)

Soient L C X* et .A un AD complet et accessible tel que £(A) = L.
Lemme

Lo, : Q) ~ny— X"/~ telle que L., ([q]~,) := L(q) est un
isomorphisme d'automate.

Autrement dit : a renommage des états pres, A/ ~p est égal a R,

e L., est un morphisme surjectif car ~y est une congruence
d'automate.

o L., est injectif (classique) : par définition, si L(q) = L(q’) alors
q~n g, ie [qloy =[]~y
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AD complet minimal

Lemme (rappel)

N

Soient L C X* et A un AD complet et accessible tel que £(A) = L. A
renommage des états preés, A/ ~p est égal a R;.

Corollaire

Si L C ¥*, a renommage des états pres R, est le plus petit (en terme de
nombre d'états) AD complet reconnaissant L.

Preuve

Soit A un AD tel que L£(A) = L. Alors L(Access(.A)) = L. D'apres le
lemme précédent Access(A)/ ~n est isomorphe a Ry, donc R, n'a pas
plus d'état que A.
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AD minimal non complet

Lemme
Soit L C X*.
@ R/ a au plus un état non co-accessible (la " poubelle™)

@ Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

@® R, est co-accessible.
@ 0 n'est pas un résiduel de L.
@ Pref(L)=1%*
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Calcul de I'AFD minimal, algorithme de Moore

Relations de Nérode tronquées

Soit A = (X, Q,0,i, F) un AFD complet. Pour tout n € N et p,g € Q on
pose p ~n g si L(p) NES" = L(q)NT=",

(Rappel : L(p) :={u € X" |6(q,u) € F})

Lemme
@ ~, est une relation d'équivalence.
Q p~nqssivVw e X" §*(p,w) € F < 6*(q,w) € F
© ~ a pour classes d'équivalence F et Q \ F.
Q ~p11C~p, i.e. ~py1 est plus fine que ~,.

©Q ~nN=NheN ~n

Preuve (Pour ~n= Nyen ~,)

p~n q ssi L(p) = L(q) ssi Vw € *,6*(p,w) € F < §*(q,w) € F
Vn € NVYw € £ §*(p,w) € F < 6*(q,w) € F ssi
VneN,L(p)NES"=L(g)NES"ssiVneE N, p~, q.
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Calcul de I'AFD complet minimal, algorithme de Moore (I1)

Rappel : p~, qsi L(p) N X" = L(q) N T=". J

Lemme

Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
Q@ p~ntig
@ p~p,qgetVae X d(p,a)~,dqg,a)
@ p~ogetVac X, ilp,a)~,d(qg,a)

@ 2. = 3. Car ~,Cn~y
@ 1. = 2. D'une part p ~, q car ~,11C~,. D'autre part, soit a € X et
w € X", d'olt aw € X5 Alors 6*(6(p,a), w) € F ssi
0*(p,aw) € F ssi (par ~py1) 6%(g,aw) € F ssi 6*(d(q, a), w) € F.
e 3. = 1. Soit w € =1, Mq 6*(p, w) € F ssi 6*(q,w) € F
» Si w =€ alors p ~¢ g implique §*(p,w) =p € F & 0*(q,w) =g € F.
» Siw#e, soit (a,u) €L x T="tq w=au. On a §*(p,w) € F ssi
8" (0(p, w1), wa ... W) € F ssi 6°(6(q, w1),wa... W) € F ssi
0*(q,w) € F.
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Calcul de I'AFD minimal, algorithme de Moore (lII)

@ Rappel : p~,qsi L(p)NZ="= L(q)NET=".
o Rappel : p~ny1qssip~,qgetVaeX, é(p,a)~nd(q,a)

Lemme
Q Si ~pp1=rp, alors ~y=r,.
Q Fe{0,Q}ssi L(A) € {0,X*} ssi ~y=r~p= Q X Q.
Q Si F ¢ {0, Q} alors ~y=r~|g|—2-

Q Si~jr1=rp, alors p~p12 g ssi p~pp1qet
Va € X,0(p,a) ~nt10(q,a) ssi p~,qetVaeX dp,a)~nd(q,a)
Ssi p ~p+1 G-

@ Facile.

© Si ~pi17£~p, alors |Q/ ~p | < |Q/ ~nt1 |- Supposons que
~iqla~n. Alors |Qf ~o | < -+ < Q] ~igr2 | < 1Q/ ~igi-t |
Or[Q/ ~o | =2, donc |Q|+1<|Q/ ~g-1 | Or[Q/ ~n | <1Q),

contradiction.
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Non-unicité des AFN minimaux
Soit L := (a+ b)aaa+ b(a + b)(a + b)b.

a,b
b
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